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1. はじめに 

ICT(Improved Circuit Theory) [1]は 1969 年に稲垣によって開発された線状アンテナアレーの

効率良い解析手法である。給電モデルは柔軟性が低く、間隙容量が無視できる程度のデルタギャ

ップ給電で近似することができるモデルに限られる。ICT より以前に、より汎用性が高い解析手

法であるモーメント法(Method of Moments, Moment Method)[2] [3] [4]が誕生していたが、昔の

コンピュータの能力は貧弱だったので線状アンテナアレーの解析に適した ICT は計算速度が速く、

メモリ効率が良く八木・宇田アンテナ(図 1)などの線状アンテナアレーの CAD ソフトとして使う

のに適していると思われた。そこで元々の論文では述べられていなかった給電点がオフセットさ

れた線状アンテナアレーの解析もできるようになり、また基底関数も様々なものを取り込んで改

良されていった。しかし、その後コンピュータが急速に発達し、線状アンテナアレーのモーメン

ト法解析も多少時間がかかるが難なくこなせるようになった。その他にもコンピュータの発達と

ともに有限要素法(FEM, Finite Element Method), FDTD 法(Finite Difference Time Domain 
method)などの様々な電磁界解析手法も発達してきた。そのようにして一度衰退したかに思えた

ICT であるが、近年アダプティブアレーアンテナの研究が盛んになり、素子間相互結合を含めた

アレーアンテナ特性の正確な評価が求められるようになり、演算量が劇的に増えたのでまた ICT
が注目を集めている。アダプティブアレーアンテナは図 2 に示すように PHS などの基地局とし

て使われ始めた。 
ICT はモーメント法解析と非常によく似ている。実は ICT はモーメント法のガラーキン法を用

いた解析と同じなのだが、基底関数として全域基底関数を用い、連立方程式を導出する際に変分

原理(Variational principle)(付録 A.1)を用いるのが特徴である。モーメント法解析を行う場合は

あまり意識しないが、その数値解が収束することを説明するためにはより数学的な言葉である変

分原理を使って考察することができる。変分原理は物理学の解析力学の分野でよく用いられる。

ガラーキン法を用いて１素子ダイポールアンテナの境界値問題の積分方程式を解くことは電流分

布の汎関数であるアンテナの入力インピーダンスの変分問題を解くことと全く等価である（それ

ぞれの方法で式を導出してみればわかる）。言い換えるとアンテナの入力インピーダンス（電流分

布の汎関数と見なす）はモーメント法で解くべき積分方程式の生成汎関数になっている。ICT は

１素子ダイポールの変分原理を多素子ダイポールアレーに拡張し、その問題を解くための積分方

程式と等価な生成汎関数の停留条件を与えている。生成汎関数はわからないのだが、停留条件を

与えているので問題を解くのに十分である。しかし、変分原理の考え方は慣れないと理解できな

いので、本稿では境界値問題から積分方程式を導出し、モーメント法と同様に素直に定式化する。

しかし、ガラーキン法を用いれば変分原理を用いても全く同じ行列方程式が得られる。これにつ

いては後の章で説明する。 
また本稿では ICT の原理と計算法を示すだけでなく、Mathematica を用いたインピーダンス

行列の効率的な計算法を紹介する。単純だが、式が長くて非常に煩雑な計算が Mathematica を
使うといとも簡単に計算できることに感動していただきたい。 
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図 1 八木・宇田アンテナ 

 

 
図 2 PHS の基地局（東急大井町線緑ヶ丘駅にて） 
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2. 問題 
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図 3 線状アンテナアレー 

 

図 3 に示すような線状アンテナアレーの解析を行う。給電ギャップ間 2/iiz δ≤ では電磁界は一

定であると仮定する。導体棒は N 本あるとする。 
 
3. 支配方程式 
導体棒上で電界の接線成分が０になるという境界条件より、図 3 の系が満たすべき方程式は次の

ようになる（線電流を仮定してもよい理由は付録 A.3 参照）。 
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−
 ),,1( Ni L=  (1) 

ijG はアンテナ j 上の電流がアンテナ i に作る電界の iz 成分を求めるグリーン関数であり、次のよ

うになる。 
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ここで、 )(),( jiajidd iij =≠= である。異なるアンテナのときはその中心間の距離とし、同じア

ンテナのときはそのアンテナの半径とする。 
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iu はギャップ間で 
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で定義される。よって、 )( iii zuV はギャップ間の電界を表す。また、 )( ii zu の積分値は 
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であり、常に１なので間隙を無限に小さくしたときは )( ii zu はデルタ関数 )( izδ に近づく。 

 
4. モーメント法（ガラーキン法）の適用 
論文[1]に書かれているように最初から変分原理を用いると難しくて理解し難いので、ここではま

ずモーメント法を適用して解くべき行列方程式を導出し、後の章でそれが変分原理によって導出

した方程式と等価であることを証明する。 
 
4.1 離散化（基底関数で展開） 

アンテナ i 上の電流分布 iI を次のように基底関数 ),,1( Mlf l
i L= の和で表す。 

∑
=
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iii zfIzI
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)()(  (3) 

また、∑
=

M
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1
を給電点 0=iz の電流 )0(iI とするために 1)0( =l

if と規格化しておく。
l
iI は未知数で

あり、NM 個の未知数があることになる。電流分布は給電点付近で十分滑らかであり、給電間隙

は非常に小さいとみなせるので、電流値も給電間隙内で一定であると仮定する。式(3)を式(1)に代

入すると 
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4.2 ガラーキン法の適用 

ここで、式(4)に対してガラーキン法（重み付け残差法で、重み関数に基底関数と同じものを用い

る方法。付録 A.2 参照）を適用する。つまり、各アンテナ ),,1( Nii L= に対して )( i
l

i zf  

( Ml ,,1L= )をかけて ],[ ii hh− の区間で積分する( NM 個の連立方程式を得る)。 
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行列形式で書いてまとめると、 
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小行列は次のようになる。 
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行列要素はは次のようになる。 
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4.3 基底関数の特異点の回避 

次章の基底関数を見ると、(1),(2)の基底関数は 

π
λ

π nhhk i
i == 20  

つまり、 ih が半波長の整数倍となるとき分母が０となり、インピーダンス行列が計算できない。
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実際には特異点の分類では「除去可能な特異点」となる。 
(3)の基底関数も同様に特異点が存在し、 

2
20

π
λ

π nhhk i
i ==  

つまり、 ih が 1/4 波長の整数倍となるとき分母が０となる。 
こうして数値的にインピーダンス行列が計算できなくなってしまう場合を回避するために次のよ

うに工夫する。
l
iD を )( i

l
i zf の分母とすると、式(5)より、 
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がそのまま使え、数値計算上も問題無い。 
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小行列は次のようになる。 
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行列要素は次のようになる。 
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ここで、
l
iD は )( i

l
i zf の分母だから、 )( i

l
i

l
i zfD は )( i

l
i zf の分子を意味する。 

 
5. 基底関数 
 
提案されている３つの基底関数を紹介する。ICT のもとの論文[1]では(1)と(2)の２つの基底関数

が用いられている。それを Storer Two-Term ICT と呼ぶ。そして、長いアンテナに対しても適用

できるように(3)の基底関数が導入された[5]。(1)と(3)の基底関数を用いるとき Tai Two-Trem ICT
と呼ぶ。また、(1), (2), (3)の全ての基底関数を用いるとき、Three-Term ICT と呼ぶ。 
 
(1) Sinusoid 
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伝送線路や半波長ダイポールアンテナの近似解析でよく用いる正弦波である。アンテナの端

ii hz = で電流が０になるようにしてある。また、分母の ( )ihk0sin は 0=iz の給電点で大きさを１

にするための規格化係数である。 
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(3) Tai 
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6. インピーダンス行列要素の計算 
 
6.1 インピーダンス行列要素計算の簡単化 

 
6.1.1 微分項の簡単化 

 
インピーダンス行列は 
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で与えられるが、これを直接計算するのは iz の２階編微分を含み、厄介である。そこで、モーメ

ント法のルーフトップ基底関数でよく用いられる手法であるが、「電流はアンテナ終端で０であ

る」ということを利用してより簡単な計算法に帰着することができる。 
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))(exp()exp(
dzz

dzzjk
r

rjk

ji

ji

+−

+−−
=

−
=φ  

とすると、 )( ji zzg −=φ という関数形をしている。 

ji z
g

z
g

∂
∂

−=
∂
∂  

 
二項目の積分の計算 

∫ ∫− −
−

∂
∂i

i

j

j

h

h i

h

h jji
i

j
m
ji

l
i dzdzzzg

z
zfzf )()()( 2
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∫ ∫− −
−

∂∂
∂

−= i

i

j

j

h
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h

h jji
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j
m
ji

l
i dzdzzzg

zz
zfzf )()()(

2

 

jz の積分に関して部分積分をすると 

∫ ∫− −
− 
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∂
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m
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l
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zz
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zfzzg
z

zfzf )(
)(

)()()()(  

アンテナの両端で電流の値が０となる基底関数 0)()( =−= j
m
jj

m
j hfhf を用いているので、 

∫ ∫− − 
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iz の積分に関して部分積分をすると 

∫ ∫− −
− 






















−

∂

∂

∂
∂

−











−

∂

∂
= j

j

i

i

i

i

h

h j

h

h iji
j

j
m
j

i

i
l

i

h

h
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z
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z
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zf )(
)()()(

)(
)(  

アンテナの両端で電流の値が０となる基底関数 0)()( =−= j
l

ij
l

i hfhf を用いているので、 

∫ ∫− − 
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6.1.2 変数変換 

])(
)()(1

)()()([
4

2
0
∫ ∫

∫ ∫
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∂
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∂

−

−−=

i

i

j

j

i

i

j

j

h

h i

h

h jji
j

j
m
j

i

i
l

i

h
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∫ ∫
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∂

∂
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h
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])(
)()(1

)()()([30

0

0

∫ ∫

∫ ∫

− −

− −

−
∂

∂
∂

∂
−

−−=

i

i

j

j

i

i

j

j

h

h i

h

h jji
j

j
m
j

i

i
l

i

h

h i

h

h jjij
m
ji

l
i

dzdzzzg
z

zf
z
zf

k

dzdzzzgzfzfkj

 

ここで、 

ji zkxzkx 0201 , == , dkD 0=  とおくと、 ji hkLhkL 0201 , == として 

111 LLx
hhz iii

→−
→−

  
222 LLx

hhz jjj

→−
→−
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∂∂∂∂
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となる。 
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1

1
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2

1
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2
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1
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∫ ∫

∫ ∫
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まとめると、 

∫ ∫− − 
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21 ),(

)()()()(30
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L
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L
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l
im

j
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i
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ij dxdxxx

x
xf

x
xfxfxfjZ ψ  

ここで、 
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21

21
)(

))(exp(
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Dxx
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+−−
=ψ  

ji hkLhkL 0201 , ==  

dkD 0=  
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6.2 インピーダンス行列要素の計算 

これからインピーダンス行列要素を計算する。ICT は一度式を計算すればモーメント法などに

比べて計算が非常に高速で、使用メモリも少なくて済む。しかし、式の導出にものすごい労力を

費やす必要がある。それは避けては通れないことだが、本稿では単純作業となる式の導出には

Mathematica を用いる。Mathematica の記号数式処理機能をうまく利用するといかに人間の労

力が軽減できるかを実感して欲しい。 
また、インピーダンス行列要素の計算結果を見るとわかるが、非常に式が長く、書き写すだけ

でも間違える。よって、論文などに載っている式はそのまま信用しない方が良い（実際に論文に

も間違いがある）。本テキストに掲載した式は手で書き写した訳ではないので間違いが無いはずだ

が、これだけ式が長いと読者が本テキストを読みながらプログラミングを行う際には読み間違え

て入力をミスすることは確実である。そこで、入力した後は参考として掲載した数値積分による

確認用の値と合うかどうか確認した方がよい。 
 

6.2.1 11
ijZ  

( ){ }
( )i

ii
ii hk

zhk
zf

0

01

sin
sin

)(
−

=  

リアクションの計算では 4.3 節、6.1.2 節の議論より次の関数の計算に集中する。 

( )xLxf −= sin)(1  

この式は x の符号によって場合分けする必要があるので、積分範囲を図 4に示すように分割する。 
 

1x

2x

O 1L

2L
Reg 1

1x

2x

O 1L

2L−
Reg 4

1x

2x

O1L−

2L
Reg 2

1x

2x

O1L−

2L−
Reg 3

 

図 4 積分範囲の分割 

 
( )
( )




≤+
≥−

=
)0(sin
)0(sin

)(1

xxL
xxL

xf  



ICT(Improved Circuit Theory)入門 2003/01/22 17 

( )
( )
( )
( )














≤+
≥−

=





≤+
≥−

=

④

③
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①
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ここで、リアクション計算の準備として微分も計算しておく 
( )

( )
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⑦

⑥

⑤
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)(

)0(cos
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)(
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1
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xxL
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リアクションを計算する。 

∫ ∫− − 



 ′′

−−= 1

1

2

2
21212

1
1

1
2

1
1

111 ),()()()()(30
L
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L
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ここで、 

{ }∫ ∫− −
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0

2

0

121
1 2

),()(
L L

dxdxxxψ⑥⑧②④第３項  

2211 , xxxx −→−→  

{ }∫ ∫ −−−−−=
0

2

0

121
1 2

)())(,(
L L

dxdxxxψ⑤⑦①③  

{ } )(),(1 2

0 20 121 第１項⑤⑦①③ =−= ∫ ∫
L L

dxdxxxψ  

{ }∫ ∫−
−=

0

20 121
1

2 ),()(
L

L
dxdxxxψ⑥⑦②③第２項  

2211 , xxxx −→−→  

{ }∫ ∫ −−−−−=
−0

20 121
1

2 )())(,(
L

L
dxdxxxψ⑤⑧①④  
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{ } )(),(1

20 2

0

121 第４項⑤⑧①④ =−= ∫ ∫−
L

L
dxdxxxψ  
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ここで、 
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∫ ∫

−

−
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L

L

L

L

dxdxxxxLxLxLxL

dxdxxxQ

ψ

ψ⑤⑧①④
 

とおくと、 
[ ]QPj +−= 60  

 
P の計算 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ ∫ −−−−−= 1 2

0 20 12122112211 ),(coscossinsin
L L

dxdxxxxLxLxLxLP ψ  

( ) ( ){ }

( ) ( ){ } 212121212121

0 0 21212121
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2
1
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2
1[1 2

dxdxxxxxLLxxLL

xxLLxxLL
L L
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ここで、 
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と置換積分すると、 
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1x

2x

O 1L

2L

u
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2L−

21 LL −
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22Luv +=

uv =

12Luv +−=
uv −=

 
なぜこのような変換になるかというと、 
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となり、 ),( vu 座標は ),( 21 xx 座標を 45 度回転させて 2 倍したものだからである。 

ついでに、 2121 , LLqLLp +=−= とおく 
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vに関しては公式を使って積分できる。 
u に関しての積分のときは 

( )( ) ( )( )xDxjExDxjE

du
Du

DujuxC

ii

x

D

−+−−++−=

+

+−
= ∫

2222

0 22

22 )exp(cos2)(
 

( )( ) ( )( ) ( )jDjExDxjjExDxjjE

du
Du

DujuxS

iii

x

D

−−−+−+++−=

+

+−
= ∫

2

)exp(sin2)(

2222

0 22

22

 

という関数を定義すると、これらの関数で表すことが出来る。 iE は 

∫
∞

−

−

−=
z

t

i dt
t

ezE )(  

で定義される指数積分関数であり、多くの数値計算用サブルーチンで利用できる。 
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)(xCD は偶関数の0 から x までの積分なので奇関数となり、 )(xSD は奇関数の0 から x
までの積分なので偶関数となる。 1=D のときの一例を次の図に示す。 
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S D
HxL

 
この計算は単純で面倒なので、Mathematica を利用して次のように計算する。 
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P

à vで積分

In[1]:= f@u_, v_D:= −
1
2

∗Cos@HL1+ L2L− vD∗ψ@uD;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[5]:= Do@
pvint2@iD =

TrigExpand@pvint1@iDD ê. 8Cos@u_D∗ψ@u_D→ Cd@uDê2, Sin@u_D∗ψ@u_D → Sd@uD ê2< êê
Simplify,8i, 1, 3<D

In[6]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L − Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L−Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L− Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Cd@−u_D→ −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD< êê Simplify

Out[6]=
1
2 HCos@L1D Cos@L2D Sd@L1D − Cos@L1 − L2D Sd@L1 − L2D+

Cos@L1D Cos@L2D Sd@L2D− Cd@L1D Cos@L2D Sin@L1D + Cd@L1 − L2D Cos@L2D Sin@L1D −

Cd@L1− L2D Cos@L1D Sin@L2D − Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2DL
In[7]:= Collect@P, 8Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Cd@L1D, Sd@L1D, Cd@L2D, Sd@L2D<D
Out[7]=

1
2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1D −

1
2 Cos@L1− L2D Sd@L1 − L2D +

1
2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L2D −

1
2 Cd@L1D Cos@L2D Sin@L1D−

1
2 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D +

1
2 Cd@L1− L2D HCos@L2D Sin@L1D − Cos@L1D Sin@L2DL

 
 
Q の計算 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∫ ∫− +−++−= 1

20 2

0

12122112211 ),(coscossinsin
L

L
dxdxxxxLxLxLxLQ ψ  

変換規則の適用 

定積分だから上端を代入した値から 
下端を代入した値を引く 
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( ) ( ){ }

( ) ( ){ } 212121212121
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),(])(cos)(cos
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)(cos)(cos
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1[1 2

dxdxxxxxLLxxLL

xxLLxxLL
L L

ψ+−−+−−++

+−−−−−+−= ∫ ∫
 

( )∫ ∫ +−−= 1 2

0 20 1212121 ),()(cos
L L

dxdxxxxxLL ψ  

P の場合と同様の置換積分を行う。ただし、積分範囲は異なり、次の図のようになる。 
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Mathematica で計算すると 
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Q

à vで積分

In[1]:= g@u_, v_D:=
1
2

∗Cos@HL1− L2L −vD ∗ψ@uD;

qvint1@1D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

à uで積分

In[5]:= Do@
qvint2@iD =

TrigExpand@qvint1@iDD ê. 8Cos@u_D∗ψ@u_D→ Cd@uDê2, Sin@u_D∗ψ@u_D → Sd@uD ê2< êê
Simplify,8i, 1, 3<D

In[6]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L− Hqvint2@1D ê. u → 0LL +HHqvint2@2D ê. u→ L2L−Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L −Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Cd@−u_D→ −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD< êê Simplify

Out[6]=
1
2 HCos@L1D Cos@L2D Sd@L1D + Cos@L1D Cos@L2D Sd@L2D −

Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1+ L2D − Cd@L1D Cos@L2D Sin@L1D + Cd@L1 + L2D Cos@L2D Sin@L1D −

Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D+ Cd@L1 + L2D Cos@L1D Sin@L2D + Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2DL
In[7]:= Collect@Q, 8Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Cd@L1D, Sd@L1D, Cd@L2D, Sd@L2D<D
Out[7]=

1
2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1D +

1
2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L2D−

1
2 Cd@L1D Cos@L2D Sin@L1D−

1
2 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D +

1
2 H−Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1 + L2D +

Cd@L1+ L2D Cos@L2D Sin@L1D + Cd@L1 + L2D Cos@L1D Sin@L2D + Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2DL  

まとめると、 
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Z11

In[15]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[15]= −30 Ç H2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1D − Cos@L1 − L2D Sd@L1 − L2D +

2 Cos@L1D Cos@L2D Sd@L2D− Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1 + L2D − 2 Cd@L1D Cos@L2D Sin@L1D +

Cd@L1− L2D Cos@L2D Sin@L1D + Cd@L1 + L2D Cos@L2D Sin@L1D − Cd@L1 − L2D Cos@L1D Sin@L2D−

2 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D+ Cd@L1 + L2D Cos@L1D Sin@L2D + Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[16]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê. 8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0< êê Simplify

Out[16]= −30 Ç H4 Cos@LD2 Sd@LD − Cos@2 LD Sd@2 LD + H−2 Cd@LD+ Cd@2 LDL Sin@2 LDL  
 
[確認＆デバッグのノウハウ] 

この式変形は単純だけど式がすごく長いので人間にとっては間違いやすい。そのために

Mathematica を用いて式変形しているのだが、合っているのかどうか不安である。そこで、次の

ように DLL ,, 21 に適当な値を代入して数値積分で直接計算した値と比較して同じになることを確

認することをお薦めする。 
 
今導出した式に適当な値を代入する。 

Closed Form

In[17]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;

In[23]:= −I∗60∗HP+QL
Out[23]= 5.83341+ 20.8354 Ç  
 
直接数値積分した値と比較する。 
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Numerical Integration

In[24]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f1@i_, x_D = Sin@L@iD −Abs@xDD;
df1@i_, x_D = Sign@−xD ∗Cos@L@iD− Abs@xDD;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf1@1, x1D∗f1@2, x2D − df1@1, x1D∗df1@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[31]= 5.83341+ 20.8354 Ç  
 
これらが一致しているのだから導出した式は合っているに違いない。まだ不安なときはいくつか

他の適当な値を DLL ,, 21 に代入してどんな DLL ,, 21 に対しても両方の結果が一致することを確

認する。 
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P の計算 
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{ }

( ) ( ){ } ( ) ( )[ ]∫ ∫
∫ ∫
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à積和公式適用関数の定義

In[1]:= TrigTimesToAdd@f_D:= ModuleA8a, b<,

f ê. 9Sin@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD + Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Sin@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD − Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD + Cos@Ha− bL∗uDL,

Sin@a_∗uD∗Sin@b_∗uD → −
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD − Cos@Ha− bL∗ uDL,

Cos@a_∗uD2 →
1
2

 HCos@2∗a∗uD + 1L,

Sin@a_∗uD2 → −
1
2

 HCos@2∗a∗uD −1L=E;
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P

à vで積分

In[2]:= jacobi=
1
2

;

f@u_, v_D:=

jacobi∗HSin@L1−x1D ∗H1− Cos@L2− x2DL − Cos@L1− x1D∗Sin@L2− x2DL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[7]:= Do@
pvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@pvint1@iDDDD ê.8Cos@u_D∗ψ@u_D→ Cd@uDê2, Sin@u_D∗ψ@u_D → Sd@uD ê2, ψ@u_D→ Ed@uDê2< êê Simplify,8i, 1, 3<D
In[8]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L − Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L− Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L− Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Cd@−u_D→ −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,

Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[8]=
1
2 HCd@L1 − L2D Cos@L1 − L2D + Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D+ Ed@L1D −

Ed@L1− L2D − Cos@L1D Ed@L2D − Sd@L1D Sin@L1D + Cos@L2D Sd@L1 − L2D Sin@L1D+

Cos@L1D Sd@L1D Sin@L2D− Cos@L1D Sd@L1 − L2D Sin@L2D +

Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D− Cd@L1D HCos@L1D + Sin@L1D Sin@L2DLL
In[9]:= Collect@P, 8Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,

Cd@L2D, Sd@L2D<D
Out[9]=

1
2 Cd@L1 − L2D Cos@L1 − L2D +

1
2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D +

Ed@L1D
2 −

1
2 Ed@L1− L2D −

1
2 Cos@L1D Ed@L2D +

1
2 Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D +

1
2 Sd@L1 − L2D HCos@L2D Sin@L1D − Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L1D H−Sin@L1D + Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1D H−Cos@L1D− Sin@L1D Sin@L2DL
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ここでは、 
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という関数が定義され、使われた。 1=D のときの )(xED のグラフの例を次に示す。この関数は

偶関数の0 から x までの積分なので奇関数となる。 Dが小さいとき、後者の表現を用いた方が数

値計算が速く収束する。 

-10 -5 0 5 10x
-3

-2

-1

0

1

2

3

E D
HxL

 
 
Q の計算 
 

{ }

( ) ( ){ } ( ) ( )[ ]∫ ∫

∫ ∫

−

−

+−++−−=

−=

1

2

1

2

0 2

0

12122112211

0 2

0

121

),(sincoscos1sin

),(

L

L

L

L

dxdxxxxLxLxLxL

dxdxxxQ

ψ

ψ⑤⑧①④
 

 



ICT(Improved Circuit Theory)入門 2003/01/22 29 

Q

à vで積分

In[10]:= jacobi=
1
2

;

g@u_, v_D:=

jacobi∗HSin@L1−x1D ∗H1− Cos@L2+ x2DL + Cos@L1− x1D∗Sin@L2+ x2DL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

qvint1@1D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

General::spell1 :  Possible spelling error: new
symbol name "qvint1" is similar to existing symbol "pvint1".

à uで積分

In[15]:= Do@
qvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@qvint1@iDDDD ê.8Cos@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Cd@dê2, uê2D,
Sin@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Sd@dê2, uê2D< ê.8Cos@u_D∗ψ@u_D→ Cd@uDê2, Sin@u_D∗ψ@u_D → Sd@uD ê2, ψ@u_D→ Ed@uDê2< êê

Simplify,8i, 1, 3<D
General::spell1 :  Possible spelling error: new

symbol name "qvint2" is similar to existing symbol "pvint2".

In[16]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L−Hqvint2@1D ê. u → 0LL +HHqvint2@2D ê. u→ L2L− Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L −Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Cd@−u_D→ −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[16]=
1
2 HCd@L2D Cos@L1D Cos@L2D − Cd@L1 + L2D Cos@L1D Cos@L2D − Ed@L1D−

Cos@L1D Ed@L2D+ Ed@L1 + L2D + Sd@L1D Sin@L1D − Cos@L2D Sd@L1 + L2D Sin@L1D+

Cos@L1D Sd@L1D Sin@L2D+ Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D − Cos@L1D Sd@L1 + L2D Sin@L2D +

Cd@L1+ L2D Sin@L1D Sin@L2D + Cd@L1D HCos@L1D − Sin@L1D Sin@L2DLL
In[17]:= Collect@Q, 8Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,

Cd@L2D, Sd@L2D<D
Out[17]=

1
2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D −

Ed@L1D
2 +

1
2 Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D+

1
2 Sd@L1D HSin@L1D + Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1D HCos@L1D − Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 H−Cd@L1 + L2D Cos@L1D Cos@L2D − Cos@L1D Ed@L2D + Ed@L1 + L2D −

Cos@L2D Sd@L1+ L2D Sin@L1D − Cos@L1D Sd@L1 + L2D Sin@L2D + Cd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2DL  
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Z12

In[18]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[18]= −30 Ç HCd@L1 − L2D Cos@L1 − L2D + 2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D −

Cd@L1+ L2D Cos@L1D Cos@L2D − Ed@L1 − L2D − 2 Cos@L1D Ed@L2D +

Ed@L1+ L2D + Cos@L2D Sd@L1 − L2D Sin@L1D − Cos@L2D Sd@L1 + L2D Sin@L1D+

2 Cos@L1D Sd@L1D Sin@L2D− Cos@L1D Sd@L1 − L2D Sin@L2D + 2 Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D −

Cos@L1D Sd@L1+ L2D Sin@L2D − 2 Cd@L1D Sin@L1D Sin@L2D + Cd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[19]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê. 8Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0< êê
Simplify

Out[19]= −30 Ç H2 Cd@LD Cos@2 LD − Cd@2 LD Cos@2 LD −

2 Cos@LD Ed@LD+ Ed@2 LD + 2 Sd@LD Sin@2 LD − Sd@2 LD Sin@2 LDL  

 
[確認] 

 

Closed Form

In[20]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Ed@x_D:= 2∗ NIntegrate@ψ@uD, 8u, 0, x<D;

In[27]:= −I∗60∗HP+QL
Out[27]= 4.35738+ 16.9133 Ç  
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Numerical Integration

In[28]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f1@i_, x_D = Sin@L@iD −Abs@xDD;
df1@i_, x_D = Sign@−xD ∗Cos@L@iD− Abs@xDD;
f2@i_, x_D = 1−Cos@L@iD − Abs@xDD;
df2@i_, x_D = Sign@−xD ∗Sin@L@iD− Abs@xDD;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf1@1, x1D∗f2@2, x2D − df1@1, x1D∗df2@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[37]= 4.35738+ 16.9133 Ç  
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P の計算 
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à積和公式適用関数の定義

In[1]:= TrigTimesToAdd@f_D:= ModuleA8a, b<,

f ê. 9Sin@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD + Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Sin@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD − Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD + Cos@Ha− bL∗uDL,

Sin@a_∗uD∗Sin@b_∗uD → −
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD − Cos@Ha− bL∗ uDL,

Cos@a_∗uD2 →
1
2

 HCos@2∗a∗uD + 1L,

Sin@a_∗uD2 → −
1
2

 HCos@2∗a∗uD −1L=E;
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P

à vで積分

In[2]:= jacobi=
1
2

;

f@u_, v_D:=

jacobi∗HH1−Cos@L1− x1DL∗H1− Cos@L2− x2DL− Sin@L1− x1D∗Sin@L2− x2DL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[7]:= Do@
pvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@pvint1@iDDDD ê.8Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,
Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2< êê Simplify,8i, 1, 3<D

In[8]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L − Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L− Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L− Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D→ −Cd@uD,
Sd@−u_D → Sd@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[8]=
1
2 HH−L1 + L2L Ed@L1 − L2D + L2 Ed@L2D + Cos@L1D Sd@L1D − Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1− L2D +

Cos@L2D Sd@L2D− Cd@L1D Sin@L1D + Cd@L1 − L2D Cos@L2D Sin@L1D +

Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D− Ed@L2D Sin@L1D + Ed@L1D HL1 − Sin@L2DL − Cd@L2D Sin@L2D +

Cd@L1D Cos@L1D Sin@L2D− Cd@L1 − L2D Cos@L1D Sin@L2D + Sd@L1D Sin@L1D Sin@L2D −

Sd@L1− L2D Sin@L1D Sin@L2D + Sd@L2D Sin@L1D Sin@L2D − Ud@L1D + Ud@L1 − L2D− Ud@L2DL
In[9]:= Collect@P, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D,

Sd@L1D, Ed@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D<D
Out[9]=

1
2 H−L1 + L2L Ed@L1 − L2D +

1
2 Ed@L2D HL2− Sin@L1DL +

1
2 Ed@L1D HL1 − Sin@L2DL +

1
2 Cd@L2D HCos@L2D Sin@L1D − Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1 − L2D HCos@L2D Sin@L1D − Cos@L1D Sin@L2DL+

1
2 Cd@L1D H−Sin@L1D + Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L1 − L2D H−Cos@L1D Cos@L2D − Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L1D HCos@L1D + Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L2D HCos@L2D + Sin@L1D Sin@L2DL −

Ud@L1D
2 +

1
2 Ud@L1 − L2D −

Ud@L2D
2  
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ここでは、 
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du
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x
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+−−−−=

+
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= ∫  

という関数が定義され、使われた。幸運にも解析的に積分できる(Mathematica で直接計算可)。
1=D のときの )(xU D のグラフの例を次に示す。この関数は奇関数の0 から x までの積分なので

偶関数となる。 
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Q

à vで積分

In[10]:= jacobi=
1
2

;

g@u_, v_D:=

jacobi∗HH1−Cos@L1− x1DL∗H1− Cos@L2+ x2DL+ Sin@L1− x1D∗Sin@L2+ x2DL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

qvint1@1D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

General::spell1 :  Possible spelling error: new
symbol name "qvint1" is similar to existing symbol "pvint1".

à uで積分

In[15]:= Do@
qvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@qvint1@iDDDD ê.8Cos@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Cd@dê2, uê2D,
Sin@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Sd@dê2, uê2D< ê.8Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,

Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2< êê Simplify,8i, 1, 3<D
General::spell1 :  Possible spelling error: new

symbol name "qvint2" is similar to existing symbol "pvint2".

In[16]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L−Hqvint2@1D ê. u → 0LL +HHqvint2@2D ê. u→ L2L−Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L −Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D→ −Cd@uD,
Sd@−u_D → Sd@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[16]=
1
2 HL1 Ed@L1 + L2D + L2 Ed@L1 + L2D− Cos@L1D Sd@L1D −

Cos@L2D Sd@L2D+ Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1 + L2D + Cd@L1D Sin@L1D +

Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D− Cd@L1 + L2D Cos@L2D Sin@L1D − Ed@L2D HL2 + Sin@L1DL +

Cd@L2D Sin@L2D+ Cd@L1D Cos@L1D Sin@L2D − Cd@L1 + L2D Cos@L1D Sin@L2D +

Sd@L1D Sin@L1D Sin@L2D+ Sd@L2D Sin@L1D Sin@L2D − Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2D −

Ed@L1D HL1+ Sin@L2DL + Ud@L1D + Ud@L2D − Ud@L1 + L2DL
In[17]:= Collect@Q, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D,

Sd@L1D, Ed@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D<D
Out[17]=

1
2 Ed@L2D H−L2 − Sin@L1DL +

1
2 Ed@L1D H−L1− Sin@L2DL +

1
2 Cd@L2D HCos@L2D Sin@L1D + Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1D HSin@L1D + Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L1D H−Cos@L1D + Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L2D H−Cos@L2D + Sin@L1D Sin@L2DL +

Ud@L1D
2 +

Ud@L2D
2 +

1
2HL1 Ed@L1+ L2D + L2 Ed@L1 + L2D + Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1 + L2D− Cd@L1 + L2D Cos@L2D Sin@L1D −

Cd@L1+ L2D Cos@L1D Sin@L2D − Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2D − Ud@L1 + L2DL  
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Z22

In[18]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[18]= 30 Ç HHL1− L2L Ed@L1 − L2D −HL1 + L2L Ed@L1 + L2D+ Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1 − L2D −

Cos@L1D Cos@L2D Sd@L1+ L2D − Cd@L1 − L2D Cos@L2D Sin@L1D −

2 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D+ Cd@L1 + L2D Cos@L2D Sin@L1D + 2 Ed@L2D Sin@L1D −

2 Cd@L1D Cos@L1D Sin@L2D+ Cd@L1 − L2D Cos@L1D Sin@L2D + Cd@L1 + L2D Cos@L1D Sin@L2D +

2 Ed@L1D Sin@L2D− 2 Sd@L1D Sin@L1D Sin@L2D + Sd@L1 − L2D Sin@L1D Sin@L2D −

2 Sd@L2D Sin@L1D Sin@L2D+ Sd@L1 + L2D Sin@L1D Sin@L2D − Ud@L1 − L2D + Ud@L1+ L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[19]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê. 8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0< êê
Simplify

Out[19]= −30 Ç H2 L Ed@2 LD + Cos@2 LD Sd@2 LD − 4 Ed@LD Sin@LD +

4 Sd@LD Sin@LD2 + 2 Cd@LD Sin@2 LD− Cd@2 LD Sin@2 LD − Ud@2 LDL  

 
[確認] 

 

Closed Form

In[20]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Ud@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Ed@x_D:= 2∗ NIntegrate@ψ@uD, 8u, 0, x<D;

In[28]:= −I∗60∗HP+QL
Out[28]= 1.49363+ 5.89048 Ç  
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Numerical Integration

In[29]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f2@i_, x_D = 1−Cos@L@iD − Abs@xDD;
df2@i_, x_D = Sign@−xD ∗Sin@L@iD− Abs@xDD;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf2@1, x1D∗f2@2, x2D − df2@1, x1D∗df2@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[36]= 1.49363+ 5.89048 Ç  
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à積和公式適用関数の定義

In[1]:= TrigTimesToAdd@f_D:= ModuleA8a, b<,

f ê. 9Sin@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD + Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Sin@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD − Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD + Cos@Ha− bL∗uDL,

Sin@a_∗uD∗Sin@b_∗uD → −
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD − Cos@Ha− bL∗ uDL,

Cos@a_∗uD2 →
1
2

 HCos@2∗a∗uD + 1L,

Sin@a_∗uD2 → −
1
2

 HCos@2∗a∗uD −1L=E;  
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P

à vで積分

In[2]:= jacobi=
1
2

;

f@u_, v_D:=

jacobi∗HSin@L1−x1D ∗HHL2− x2L∗ Cos@L2− x2DL −H−Cos@L1− x1DL∗H−Cos@L2−x2D +HL2− x2L∗Sin@L2− x2DLL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[8]:= DoA
pvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@pvint1@iDDDD ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2 ∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,
Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E

In[9]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L −Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L− Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L− Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,
Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD,
SU2d@−u_D → SU2d@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[9]=
1
2 HCos@L1 − L2D CU1d@L1D − L1 Cos@L2D Sd@L1D Sin@L1D + L1 Cos@L1D Sd@L1D Sin@L2D−

L2 Cos@L1D Sd@L1D Sin@L2D− Sd@L1 − L2D HH−L1 + L2L Cos@L2D Sin@L1D + L1 Cos@L1D Sin@L2DL −

Cd@L1D HL1 Cos@L1D Cos@L2D+ HL1 − L2L Sin@L1D Sin@L2DL +

Cd@L1− L2D HL1 Cos@L1D Cos@L2D + HL1 − L2L Sin@L1D Sin@L2DL +

Cos@L2D Sin@L1D SU1d@L1D− Cos@L1D Sin@L2D SU1d@L1D −

Sin@L1D HCU1d@L1− L2D Sin@L2D + Cos@L2D SU1d@L1 − L2DL − Cos@L1D HL2 Cd@L1 − L2D Cos@L2D+

Cos@L2D CU1d@L1− L2D − Sin@L2D HL2 Sd@L1 − L2D + SU1d@L1 − L2DLL−

Cos@L1D HL2 Cd@L2D Cos@L2D− Cos@L2D CU1d@L2D + Sin@L2D HL2 Sd@L2D − SU1d@L2DLLL
In[10]:= Collect@P, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[10]= −
1
2 L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D +

1
2 Cos@L1 − L2D CU1d@L1D +

1
2 Cos@L1D Cos@L2D CU1d@L2D −

1
2 L2 Cos@L1D Sd@L2D Sin@L2D+

1
2 Sd@L1D H−L1 Cos@L2D Sin@L1D + L1 Cos@L1D Sin@L2D − L2 Cos@L1D Sin@L2DL +

1
2 Sd@L1 − L2D H−H−L1 + L2L Cos@L2D Sin@L1D − L1 Cos@L1D Sin@L2D + L2 Cos@L1D Sin@L2DL+

1
2 CU1d@L1 − L2D H−Cos@L1D Cos@L2D − Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1D H−L1 Cos@L1D Cos@L2D − HL1 − L2L Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 Cd@L1 − L2D HL1 Cos@L1D Cos@L2D − L2 Cos@L1D Cos@L2D + HL1− L2L Sin@L1D Sin@L2DL +

1
2 HCos@L2D Sin@L1D − Cos@L1D Sin@L2DL SU1d@L1D +

1
2 H−Cos@L2D Sin@L1D + Cos@L1D Sin@L2DL SU1d@L1 − L2D +

1
2 Cos@L1D Sin@L2D SU1d@L2D  
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ここでは、 
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という関数が定義され、使われた。以前に定義した特殊関数 )(),( xSxC DD などを使えば解析的に

積分できる(6.3 節参照)。 1=D のときの )(2),(1),(2),(1 xSUxSUxCUxCU DDDD のグラフの例を

次に示す。 
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Q

à vで積分

In[16]:= jacobi=
1
2

;

g@u_, v_D:=

jacobi∗HSin@L1−x1D ∗HHL2+ x2L∗ Cos@L2+ x2DL +

Cos@L1− x1D∗HCos@L2+ x2D −HL2+ x2L∗ Sin@L2+ x2DLL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

qvint1@1D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

à uで積分

In[22]:= DoA
qvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@qvint1@iDDDD ê.8Cos@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Cd@dê2, uê2D,
Sin@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Sd@dê2, uê2D< ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,

Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E
In[23]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L−Hqvint2@1D ê. u → 0LL +HHqvint2@2D ê. u→ L2L−Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L −Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,

Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD,
SU2d@−u_D → SU2d@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[23]=
1
4 H−2 L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D + 2 L1 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D +

2 L2 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D + 2 Cos@L1 + L2D CU1d@L1D + Cos@L1− L2D CU1d@L2D +

Cos@L1+ L2D CU1d@L2D − 2 Cos@L1 + L2D CU1d@L1 + L2D + L2 Sd@L1D Sin@L1− L2D +

L2 Sd@L2D Sin@L1− L2D + Cd@L1D H−2 L1 Cos@L1D Cos@L2D + 2HL1 + L2L Sin@L1D Sin@L2DL −

2 L1 Sd@L1D Sin@L1+ L2D − L2 Sd@L1D Sin@L1 + L2D − L2 Sd@L2D Sin@L1 + L2D+

2 L1 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 L2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+ 2 Sin@L1 + L2D SU1d@L1D −

Sin@L1− L2D SU1d@L2D + Sin@L1 + L2D SU1d@L2D − 2 Sin@L1 + L2D SU1d@L1+ L2DL
In[24]:= Collect@Q, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[24]= −
1
2 L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D +

1
2 Cos@L1 + L2D CU1d@L1D +

1
4 HCos@L1 − L2D + Cos@L1+ L2DL CU1d@L2D +

1
4 Cd@L1D H−2 L1 Cos@L1D Cos@L2D + 2HL1 + L2L Sin@L1D Sin@L2DL +

1
4 Sd@L2D HL2 Sin@L1 − L2D − L2 Sin@L1 + L2DL+

1
4 Sd@L1D HL2 Sin@L1 − L2D − 2 L1 Sin@L1 + L2D− L2 Sin@L1 + L2DL +

1
2 Sin@L1 + L2D SU1d@L1D +

1
4 H−Sin@L1 − L2D+ Sin@L1 + L2DL SU1d@L2D +

1
4 H2 L1 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D + 2 L2 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D − 2 Cos@L1+ L2D CU1d@L1 + L2D +

2 L1 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 L2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D− 2 Sin@L1 + L2D SU1d@L1 + L2DL  
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Z13

In[25]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[25]= 30 Ç H−HL1 − L2L Cd@L1 − L2D Cos@L1 − L2D + 2 L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D −

L1 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D − L2 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D− Cos@L1 − L2D CU1d@L1D −

Cos@L1+ L2D CU1d@L1D + Cos@L1 − L2D CU1d@L1 − L2D − Cos@L1− L2D CU1d@L2D −

Cos@L1+ L2D CU1d@L2D + Cos@L1 + L2D CU1d@L1 + L2D + L1 Sd@L1D Sin@L1− L2D −

L2 Sd@L1D Sin@L1− L2D − L1 Sd@L1 − L2D Sin@L1 − L2D + L2 Sd@L1− L2D Sin@L1 − L2D −

L2 Sd@L2D Sin@L1− L2D + 2 Cd@L1D HL1 Cos@L1D Cos@L2D − L2 Sin@L1D Sin@L2DL +

L1 Sd@L1D Sin@L1+ L2D + L2 Sd@L1D Sin@L1 + L2D + L2 Sd@L2D Sin@L1 + L2D−

L1 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D−

Sin@L1− L2D SU1d@L1D − Sin@L1 + L2D SU1d@L1D + Sin@L1 − L2D SU1d@L1− L2D +

Sin@L1− L2D SU1d@L2D − Sin@L1 + L2D SU1d@L2D + Sin@L1 + L2D SU1d@L1+ L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[26]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê.8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0, CU1d@0D → 0, CU2d@0D → 0, SU1d@0D→ 0,
SU2d@0D→ 0< êê Simplify

Out[26]= 30 Ç H−2 L Cd@2 LD Cos@2 LD + L Cd@LD H1 + 3 Cos@2 LDL −

2 CU1d@LD− 2 Cos@2 LD CU1d@LD + Cos@2 LD CU1d@2 LD + 3 L Sd@LD Sin@2 LD −

2 L Sd@2 LD Sin@2 LD− 2 Sin@2 LD SU1d@LD + Sin@2 LD SU1d@2 LDL  
 
[確認] 

 

Closed Form

In[20]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Ud@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Ed@x_D:= 2∗ NIntegrate@ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

SU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
SU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

In[32]:= −I∗60∗HP+QL
Out[32]= 1.83253+ 4.8028 Ç  
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Numerical Integration

In[33]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f1@i_, x_D = Sin@L@iD −Abs@xDD;
df1@i_, x_D = Sign@−xD ∗Cos@L@iD− Abs@xDD;
f3@i_, x_D = HL@iD −Abs@xDL∗ Cos@L@iD− Abs@xDD;
df3@i_, x_D = Sign@−xD ∗HCos@L@iD− Abs@xDD − HL@iD − Abs@xDL∗Sin@L@iD −Abs@xDDL;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf1@1, x1D∗f3@2, x2D − df1@1, x1D∗df3@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[42]= 1.83253+ 4.8028 Ç  
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P の計算 
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à積和公式適用関数の定義

In[1]:= TrigTimesToAdd@f_D:= ModuleA8a, b<,

f ê. 9Sin@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD + Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Sin@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD − Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD + Cos@Ha− bL∗uDL,

Sin@a_∗uD∗Sin@b_∗uD → −
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD − Cos@Ha− bL∗ uDL,

Cos@a_∗uD2 →
1
2

 HCos@2∗a∗uD + 1L,

Sin@a_∗uD2 → −
1
2

 HCos@2∗a∗uD −1L=E;
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P

à vで積分

In[2]:= jacobi=
1
2

;

f@u_, v_D:=

jacobi∗HHHL1−x1L ∗Cos@L1− x1DL∗HHL2− x2L∗Cos@L2− x2DL −H−Cos@L1− x1D +HL1− x1L∗Sin@L1− x1DL∗H−Cos@L2− x2D+HL2− x2L∗Sin@L2− x2DLL∗

ψ@uD ê. 9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[8]:= DoA
pvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@pvint1@iDDDD ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2 ∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,
Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E

In[9]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L −Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L−Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L−Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,
Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD, SU2d@−u_D → SU2d@uD,
Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[9]=
1
4 J−L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D + Cos@L1 − L2D CU1d@L1D − Cos@L1 − L2D CU1d@L1 − L2D+

Cos@L1− L2D CU1d@L2D +
1
2 Cos@L1 − L2D Sd@L1D− L12 Cos@L1 − L2D Sd@L1D +

L1 L2 Cos@L1− L2D Sd@L1D +
1
2 Cos@L1 + L2D Sd@L1D− L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1D −

Cos@L1− L2D Sd@L1 − L2D + L12 Cos@L1 − L2D Sd@L1− L2D − 2 L1 L2 Cos@L1 − L2D Sd@L1 − L2D +

L22 Cos@L1 − L2D Sd@L1− L2D +
1
2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D + L1 L2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D −

L22 Cos@L1 − L2D Sd@L2D+
1
2 Cos@L1+ L2D Sd@L2D − L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L2D +

2 L1 L2 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D− L22 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D− 2 L1 CU1d@L1D Sin@L1 − L2D +

L2 CU1d@L1D Sin@L1− L2D + 2 L1 CU1d@L1 − L2D Sin@L1 − L2D − 2 L2 CU1d@L1− L2D Sin@L1 − L2D −

L1 CU1d@L2D Sin@L1− L2D + 2 L2 CU1d@L2D Sin@L1 − L2D + CU2d@L1D Sin@L1 − L2D−

CU2d@L1− L2D Sin@L1 − L2D − CU2d@L2D Sin@L1 − L2D − L1 Sd@L1D Sin@L1− L2D +

L1 Sd@L1− L2D Sin@L1 − L2D − L2 Sd@L1 − L2D Sin@L1 − L2D+ L2 Sd@L2D Sin@L1 − L2D +

Cd@L1− L2D HHL1 − L2L Cos@L1 − L2D − H−1 + L12 − 2 L1 L2 + L22L Sin@L1− L2DL −

Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D+ L22 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D− L2 Cd@L2D Sin@L1D Sin@L2D − Cd@L1DHSin@L1D HCos@L2D− L12 Cos@L2D+ L1 Sin@L2DL + L1 Cos@L1D HCos@L2D + HL1− 2 L2L Sin@L2DLL −

L2 CU1d@L1D Sin@L1+ L2D − L1 CU1d@L2D Sin@L1 + L2D + 2 L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L1D−

L2 Cos@L1− L2D SU1d@L1D + L2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1D + Sin@L1 − L2D SU1d@L1D−

2 L1 Cos@L1− L2D SU1d@L1 − L2D + 2 L2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1 − L2D−

Sin@L1− L2D SU1d@L1 − L2D − L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L2D +

2 L2 Cos@L1− L2D SU1d@L2D + L1 Cos@L1 + L2D SU1d@L2D − Sin@L1 − L2D SU1d@L2D−

Cos@L1− L2D SU2d@L1D + Cos@L1 − L2D SU2d@L1 − L2D − Cos@L1− L2D SU2d@L2DN
In[10]:= Collect@P, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[10]=
1
4 CU2d@L1D Sin@L1 − L2D −

1
4 CU2d@L1 − L2D Sin@L1 − L2D−

1
4 CU2d@L2D Sin@L1 − L2D +

1
4 Sd@L1D J 1

2 Cos@L1− L2D − L12 Cos@L1 − L2D +

L1 L2 Cos@L1− L2D +
1
2 Cos@L1 + L2D− L1 L2 Cos@L1 + L2D − L1 Sin@L1− L2DN +

1
4 CU1d@L1 − L2D H−Cos@L1 − L2D + 2 L1 Sin@L1 − L2D − 2 L2 Sin@L1− L2DL +

1
4 Sd@L1 − L2D H−Cos@L1 − L2D + L12 Cos@L1 − L2D −

2 L1 L2 Cos@L1− L2D + L22 Cos@L1 − L2D + L1 Sin@L1− L2D − L2 Sin@L1 − L2DL +

1
4 Sd@L2D J 1

2 Cos@L1 − L2D+ L1 L2 Cos@L1 − L2D − L22 Cos@L1 − L2D+

1
2 Cos@L1 + L2D − L1 L2 Cos@L1 + L2D+ L2 Sin@L1 − L2DN +

1
4 Cd@L1 − L2D HHL1 − L2L Cos@L1 − L2D− H−1 + L12 − 2 L1 L2 + L22L Sin@L1 − L2DL +

1
4 Cd@L2D H−L2 Cos@L1D Cos@L2D + 2 L1 L2 Cos@L2D Sin@L1D − L22 Cos@L2D Sin@L1D −

Cos@L1D Sin@L2D+ L22 Cos@L1D Sin@L2D− L2 Sin@L1D Sin@L2DL +
1
4 Cd@L1DH−Sin@L1D HCos@L2D − L12 Cos@L2D + L1 Sin@L2DL − L1 Cos@L1D HCos@L2D+ HL1 − 2 L2L Sin@L2DLL +

1
4 CU1d@L2D HCos@L1 − L2D − L1 Sin@L1 − L2D+ 2 L2 Sin@L1 − L2D − L1 Sin@L1+ L2DL +

1
4 CU1d@L1D HCos@L1 − L2D − 2 L1 Sin@L1 − L2D+ L2 Sin@L1 − L2D − L2 Sin@L1+ L2DL +

1
4 H2 L1 Cos@L1 − L2D − L2 Cos@L1 − L2D+ L2 Cos@L1 + L2D + Sin@L1− L2DL SU1d@L1D +

1
4 H−2 L1 Cos@L1 − L2D + 2 L2 Cos@L1 − L2D − Sin@L1 − L2DL SU1d@L1− L2D +

1
4 H−L1 Cos@L1 − L2D + 2 L2 Cos@L1 − L2D + L1 Cos@L1 + L2D− Sin@L1 − L2DL SU1d@L2D −

1
4 Cos@L1 − L2D SU2d@L1D +

1
4 Cos@L1 − L2D SU2d@L1 − L2D−

1
4 Cos@L1 − L2D SU2d@L2D  
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Q の計算 
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Q

à vで積分

In[16]:= jacobi=
1
2

;

g@u_, v_D:=

jacobi∗HHHL1−x1L ∗Cos@L1− x1DL∗HHL2+ x2L∗Cos@L2+ x2DL −H−Cos@L1− x1D +HL1− x1L∗Sin@L1− x1DL∗HCos@L2+ x2D −HL2+ x2L∗Sin@L2+ x2DLL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

qvint1@1D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D = Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

à uで積分

In[22]:= DoA
qvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@qvint1@iDDDD ê.8Cos@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Cd@dê2, uê2D,
Sin@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Sd@dê2, uê2D< ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2 ∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,

Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E
In[23]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L−Hqvint2@1D ê. u → 0LL +HHqvint2@2D ê. u→ L2L−Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L −Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,

Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD, SU2d@−u_D → SU2d@uD,
Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[23]=
1
4 JL1 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D + L2 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D +

Cos@L1+ L2D CU1d@L1D + Cos@L1 + L2D CU1d@L2D − Cos@L1 + L2D CU1d@L1+ L2D +

1
2 Cos@L1 − L2D Sd@L1D + L1 L2 Cos@L1 − L2D Sd@L1D+

1
2 Cos@L1+ L2D Sd@L1D −

L12Cos@L1 + L2D Sd@L1D− L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1D +
1
2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D +

L1 L2 Cos@L1− L2D Sd@L2D +
1
2 Cos@L1 + L2D Sd@L2D− L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L2D −

L22Cos@L1 + L2D Sd@L2D− Cos@L1 + L2D Sd@L1 + L2D+ L12 Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D +

2 L1 L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D + L22 Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D + L2 CU1d@L1D Sin@L1 − L2D −

L1 CU1d@L2D Sin@L1− L2D + Cd@L1D HSin@L1D HH−1 + L12L Cos@L2D+ L1 Sin@L2DL +

L1 Cos@L1D H−Cos@L2D + HL1 + 2 L2L Sin@L2DLL + Cd@L2DHL2 Sin@L1D HH2 L1+ L2L Cos@L2D + Sin@L2DL + Cos@L1D H−L2 Cos@L2D + H−1 + L22L Sin@L2DLL+

Cd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L12 Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D − 2 L1 L2 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D −

L22Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D − 2 L1 CU1d@L1D Sin@L1 + L2D−

L2 CU1d@L1D Sin@L1+ L2D − L1 CU1d@L2D Sin@L1 + L2D − 2 L2 CU1d@L2D Sin@L1 + L2D+

2 L1 CU1d@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 L2 CU1d@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+

CU2d@L1D Sin@L1+ L2D + CU2d@L2D Sin@L1 + L2D − CU2d@L1 + L2D Sin@L1+ L2D −

L1 Sd@L1D Sin@L1+ L2D − L2 Sd@L2D Sin@L1 + L2D + L1 Sd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D +

L2 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1D + 2 L1 Cos@L1+ L2D SU1d@L1D +

L2 Cos@L1+ L2D SU1d@L1D + Sin@L1 + L2D SU1d@L1D − L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L2D+

L1 Cos@L1+ L2D SU1d@L2D + 2 L2 Cos@L1 + L2D SU1d@L2D + Sin@L1 + L2D SU1d@L2D−

2 L1 Cos@L1+ L2D SU1d@L1 + L2D − 2 L2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1 + L2D− Sin@L1 + L2D SU1d@L1 + L2D−

Cos@L1+ L2D SU2d@L1D − Cos@L1 + L2D SU2d@L2D + Cos@L1 + L2D SU2d@L1+ L2DN
In[24]:= Collect@Q, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[24]=
1
4 Cd@L1DHSin@L1D HH−1 + L12L Cos@L2D + L1 Sin@L2DL + L1 Cos@L1D H−Cos@L2D + HL1 + 2 L2L Sin@L2DLL+

1
4 Cd@

L2D HL2 Sin@L1D HH2 L1+ L2L Cos@L2D + Sin@L2DL + Cos@L1D H−L2 Cos@L2D + H−1 + L22L Sin@L2DLL+

1
4 CU2d@L1D Sin@L1 + L2D +

1
4 CU2d@L2D Sin@L1 + L2D +

1
4 Sd@L1D J 1

2 Cos@L1 − L2D+ L1 L2 Cos@L1 − L2D +

1
2 Cos@L1 + L2D − L12 Cos@L1+ L2D − L1 L2 Cos@L1 + L2D − L1 Sin@L1 + L2DN+

1
4 CU1d@L2D HCos@L1 + L2D − L1 Sin@L1 − L2D− L1 Sin@L1 + L2D − 2 L2 Sin@L1+ L2DL +

1
4 Sd@L2D J 1

2 Cos@L1 − L2D+ L1 L2 Cos@L1 − L2D +

1
2 Cos@L1 + L2D − L1 L2 Cos@L1 + L2D− L22 Cos@L1 + L2D − L2 Sin@L1 + L2DN+

1
4 CU1d@L1D HCos@L1 + L2D + L2 Sin@L1 − L2D− 2 L1 Sin@L1 + L2D − L2 Sin@L1+ L2DL +

1
4 H−L2 Cos@L1 − L2D + 2 L1 Cos@L1 + L2D + L2 Cos@L1 + L2D+ Sin@L1 + L2DL SU1d@L1D +

1
4 H−L1 Cos@L1 − L2D + L1 Cos@L1 + L2D + 2 L2 Cos@L1 + L2D+ Sin@L1 + L2DL SU1d@L2D −

1
4 Cos@L1 + L2D SU2d@L1D −

1
4 Cos@L1 + L2D SU2d@L2D +

1
4 HL1 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D + L2 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D − Cos@L1+ L2D CU1d@L1 + L2D −

Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D + L12 Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D + 2 L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1 + L2D +

L22Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D + Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D − L12Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D−

2 L1 L2 Cd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L22 Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D +

2 L1 CU1d@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 L2 CU1d@L1 + L2D Sin@L1 + L2D− CU2d@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+

L1 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + L2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D− 2 L1 Cos@L1 + L2D SU1d@L1 + L2D−

2 L2 Cos@L1+ L2D SU1d@L1 + L2D − Sin@L1 + L2D SU1d@L1 + L2D+ Cos@L1 + L2D SU2d@L1 + L2DL  
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In[25]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[25]= −15 Ç H−2 L2 Cd@L2D Cos@L1D Cos@L2D + L1 Cd@L1+ L2D Cos@L1 + L2D + L2 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D+

Cos@L1− L2D CU1d@L1D + Cos@L1 + L2D CU1d@L1D − Cos@L1 − L2D CU1d@L1− L2D +

Cos@L1− L2D CU1d@L2D + Cos@L1 + L2D CU1d@L2D − Cos@L1 + L2D CU1d@L1+ L2D +

Cos@L1− L2D Sd@L1D − L12 Cos@L1 − L2D Sd@L1D + 2 L1 L2 Cos@L1− L2D Sd@L1D + Cos@L1 + L2D Sd@L1D −

L12Cos@L1 + L2D Sd@L1D− 2 L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1D − Cos@L1− L2D Sd@L1 − L2D +

L12Cos@L1 − L2D Sd@L1− L2D − 2 L1 L2 Cos@L1 − L2D Sd@L1− L2D + L22 Cos@L1 − L2D Sd@L1 − L2D+

Cos@L1− L2D Sd@L2D + 2 L1 L2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D − L22 Cos@L1− L2D Sd@L2D +

Cos@L1+ L2D Sd@L2D − 2 L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L2D − L22 Cos@L1+ L2D Sd@L2D −

Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D + L12 Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D + 2 L1 L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1 + L2D +

L22Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D + 4 L1 L2 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D − 2 L1 CU1d@L1D Sin@L1− L2D +

2 L2 CU1d@L1D Sin@L1− L2D + 2 L1 CU1d@L1 − L2D Sin@L1 − L2D − 2 L2 CU1d@L1− L2D Sin@L1 − L2D −

2 L1 CU1d@L2D Sin@L1− L2D + 2 L2 CU1d@L2D Sin@L1 − L2D + CU2d@L1D Sin@L1 − L2D−

CU2d@L1− L2D Sin@L1 − L2D − CU2d@L2D Sin@L1 − L2D − L1 Sd@L1D Sin@L1− L2D +

L1 Sd@L1− L2D Sin@L1 − L2D − L2 Sd@L1 − L2D Sin@L1 − L2D+ L2 Sd@L2D Sin@L1 − L2D +

Cd@L1− L2D HHL1 − L2L Cos@L1 − L2D − H−1 + L12 − 2 L1 L2 + L22L Sin@L1− L2DL −

2 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D+ 2 L22 Cd@L2D Cos@L1D Sin@L2D+

2 Cd@L1D HH−1 + L12L Cos@L2D Sin@L1D + L1 Cos@L1D H−Cos@L2D+ 2 L2 Sin@L2DLL +

Cd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L12 Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D − 2 L1 L2 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D −

L22Cd@L1 + L2D Sin@L1+ L2D − 2 L1 CU1d@L1D Sin@L1 + L2D− 2 L2 CU1d@L1D Sin@L1 + L2D −

2 L1 CU1d@L2D Sin@L1+ L2D − 2 L2 CU1d@L2D Sin@L1 + L2D + 2 L1 CU1d@L1 + L2D Sin@L1+ L2D +

2 L2 CU1d@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + CU2d@L1D Sin@L1 + L2D + CU2d@L2D Sin@L1+ L2D −

CU2d@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L1 Sd@L1D Sin@L1 + L2D − L2 Sd@L2D Sin@L1+ L2D +

L1 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + L2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+ 2 L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L1D −

2 L2 Cos@L1− L2D SU1d@L1D + 2 L1 Cos@L1 + L2D SU1d@L1D + 2 L2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1D+

Sin@L1− L2D SU1d@L1D + Sin@L1 + L2D SU1d@L1D − 2 L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L1− L2D +

2 L2 Cos@L1− L2D SU1d@L1 − L2D − Sin@L1 − L2D SU1d@L1 − L2D− 2 L1 Cos@L1 − L2D SU1d@L2D +

2 L2 Cos@L1− L2D SU1d@L2D + 2 L1 Cos@L1 + L2D SU1d@L2D + 2 L2 Cos@L1 + L2D SU1d@L2D−

Sin@L1− L2D SU1d@L2D + Sin@L1 + L2D SU1d@L2D − 2 L1 Cos@L1 + L2D SU1d@L1+ L2D −

2 L2 Cos@L1+ L2D SU1d@L1 + L2D − Sin@L1 + L2D SU1d@L1 + L2D−

Cos@L1− L2D SU2d@L1D − Cos@L1 + L2D SU2d@L1D + Cos@L1 − L2D SU2d@L1− L2D −

Cos@L1− L2D SU2d@L2D − Cos@L1 + L2D SU2d@L2D + Cos@L1 + L2D SU2d@L1+ L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[26]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê.8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0, CU1d@0D → 0, CU2d@0D → 0, SU1d@0D→ 0,
SU2d@0D→ 0< êê Simplify

Out[26]= −15 Ç H2 CU1d@LD + 2 Cos@2 LD CU1d@LD − Cos@2 LD CU1d@2 LD + 2 Sd@LD + 2 L2Sd@LD + 2 Cos@2 LD Sd@LD −

6 L2Cos@2 LD Sd@LD − Cos@2 LD Sd@2 LD+ 4 L2 Cos@2 LD Sd@2 LD − 8 L CU1d@LD Sin@2 LD +

4 L CU1d@2 LD Sin@2 LD+ 2 CU2d@LD Sin@2 LD − CU2d@2 LD Sin@2 LD − 2 L Sd@LD Sin@2 LD +

2 L Sd@2 LD Sin@2 LD+ Cd@LD H−4 L Cos@LD2 − 4 Cos@LD Sin@LD + 6 L2 Sin@2 LDL +

Cd@2 LD H2 L Cos@2 LD+ H1 − 4 L2L Sin@2 LDL + 8 L Cos@2 LD SU1d@LD + 2 Sin@2 LD SU1d@LD−

4 L Cos@2 LD SU1d@2 LD− Sin@2 LD SU1d@2 LD − 2 SU2d@LD − 2 Cos@2 LD SU2d@LD + Cos@2 LD SU2d@2 LDL  
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[確認] 

 

Closed Form

In[20]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Ud@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Ed@x_D:= 2∗ NIntegrate@ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

SU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
SU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

In[32]:= −I∗60∗HP+QL
Out[32]= 1.52216+ 3.98768 Ç  
 

Numerical Integration

In[33]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f3@i_, x_D = HL@iD −Abs@xDL∗ Cos@L@iD− Abs@xDD;
df3@i_, x_D = Sign@−xD ∗HCos@L@iD− Abs@xDD − HL@iD − Abs@xDL∗Sin@L@iD −Abs@xDDL;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf3@1, x1D∗f3@2, x2D − df3@1, x1D∗df3@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[40]= 1.52216+ 3.98768 Ç  
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P の計算 
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à積和公式適用関数の定義

In[1]:= TrigTimesToAdd@f_D:= ModuleA8a, b<,

f ê. 9Sin@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD + Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Sin@b_∗uD →
1
2

 HSin@Ha+ bL∗uD − Sin@Ha− bL∗uDL,

Cos@a_∗uD∗Cos@b_∗uD →
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD + Cos@Ha− bL∗uDL,

Sin@a_∗uD∗Sin@b_∗uD → −
1
2

 HCos@Ha+ bL∗uD − Cos@Ha− bL∗ uDL,

Cos@a_∗uD2 →
1
2

 HCos@2∗a∗uD + 1L,

Sin@a_∗uD2 → −
1
2

 HCos@2∗a∗uD −1L=E;
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P

à vで積分

In[2]:= jacobi=
1
2

;

f@u_, v_D:=

jacobi∗HH1−Cos@L1− x1DL∗HHL2− x2L∗Cos@L2− x2DL −H−Sin@L1− x1DL∗H−Cos@L2−x2D + HL2− x2L∗Sin@L2− x2DLL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

pvint1@1D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, u+ 2∗ L2<DD;

pvint1@2D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

pvint1@3D = Simplify@
Integrate@f@u, vD, 8v, u, −u+ 2∗ L1<DD;

à uで積分

In[8]:= DoA
pvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@pvint1@iDDDD ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,
Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E

In[9]:= P=HHpvint2@1D ê. u→ L1− L2L −Hpvint2@1D ê. u→ −L2LL +HHpvint2@2D ê. u→ 0L−Hpvint2@2D ê. u → L1− L2LL +HHpvint2@3D ê. u→ L1L−Hpvint2@3D ê. u → 0LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,
Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD,
SU2d@−u_D → SU2d@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[9]=
1
4 H2 Cd@L2D Cos@L2D + 2 Cos@L2D Ed@L1D − 2 Ed@L1 − L2D− 2 Ed@L2D + 2 L1 Cos@L1 − L2D Sd@L1D−

L2 Cos@L1− L2D Sd@L1D + L2 Cos@L1 + L2D Sd@L1D − 2 L1 Cos@L1 − L2D Sd@L1− L2D +

2 L2 Cos@L1− L2D Sd@L1 − L2D − L2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D − 2 L2 Cos@L2D Sd@L2D+

L2 Cos@L1+ L2D Sd@L2D − 2 L2 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D + 2 CU1d@L1D Sin@L1 − L2D −

2 CU1d@L1− L2D Sin@L1 − L2D + CU1d@L2D Sin@L1 − L2D − 2 Sd@L1D Sin@L1− L2D +

2 Sd@L1− L2D Sin@L1 − L2D + 2 Cd@L1 − L2D HCos@L1 − L2D+ HL1 − L2L Sin@L1 − L2DL+

2 L2 Cd@L2D Sin@L2D− 2 CU1d@L2D Sin@L2D + 2 L2 Ed@L1D Sin@L2D + 2 Sd@L2D Sin@L2D −

2 Cd@L1D HSin@L1D HL1 Cos@L2D+ Sin@L2DL + Cos@L1D HCos@L2D +H−L1 + L2L Sin@L2DLL +

CU1d@L2D Sin@L1+ L2D − 2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1D + 2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1− L2D +

Cos@L1− L2D SU1d@L2D + 2 Cos@L2D SU1d@L2D − Cos@L1 + L2D SU1d@L2DL
In[10]:= Collect@P, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[10]= −
1
2 Ed@L1 − L2D −

Ed@L2D
2 +

1
4 Sd@L1D H2 L1 Cos@L1 − L2D − L2 Cos@L1 − L2D+ L2 Cos@L1 + L2D − 2 Sin@L1− L2DL +

1
2 CU1d@L1D Sin@L1 − L2D −

1
2 CU1d@L1 − L2D Sin@L1 − L2D+

1
4 Sd@L1 − L2D H−2 L1 Cos@L1 − L2D + 2 L2 Cos@L1 − L2D + 2 Sin@L1− L2DL +

1
2 Cd@L1 − L2D HCos@L1 − L2D + HL1− L2L Sin@L1 − L2DL +

1
4 Sd@L2D H−L2 Cos@L1 − L2D − 2 L2 Cos@L2D + L2 Cos@L1 + L2D + 2 Sin@L2DL+

1
4 Ed@L1D H2 Cos@L2D + 2 L2 Sin@L2DL +

1
4 Cd@L2D H2 Cos@L2D − 2 L2 Cos@L2D Sin@L1D + 2 L2 Sin@L2DL −

1
2 Cd@L1D HSin@L1D HL1 Cos@L2D + Sin@L2DL + Cos@L1D HCos@L2D + H−L1 + L2L Sin@L2DLL +

1
4 CU1d@L2D HSin@L1 − L2D − 2 Sin@L2D + Sin@L1+ L2DL −

1
2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1D +

1
2 Cos@L1 − L2D SU1d@L1 − L2D +

1
4 HCos@L1 − L2D+ 2 Cos@L2D − Cos@L1 + L2DL SU1d@L2D  
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Q の計算 
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Q

à vで積分

In[16]:= jacobi=
1
2

;

g@u_, v_D:=

jacobi∗HH1−Cos@L1− x1DL∗HHL2+ x2L∗Cos@L2+ x2DL −H−Sin@L1− x1DL∗HCos@L2+ x2D −HL2+ x2L∗Sin@L2+ x2DLL∗ψ@uD ê.9x1→
1
2

 Hu+vL, x2→
1
2

 H−u+ vL=;

qvint1@1D= Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, u<DD;

qvint1@2D= Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, −u, −u+ 2∗ L1<DD;

qvint1@3D= Simplify@
Integrate@g@u, vD, 8v, u− 2∗ L2, −u+2∗ L1<DD;

à uで積分

In[22]:= DoA
qvint2@iD =

Expand@TrigTimesToAdd@TrigExpand@qvint1@iDDDD ê.8Cos@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Cd@dê2, uê2D,
Sin@u_ê2D∗ψ@u_D → Exp@−2∗ID∗Sd@dê2, uê2D< ê.9IHu_L2∗Cos@u_DM∗ ψ@u_D→ CU2d@uDê2, IHu_L2 ∗Sin@u_DM∗ψ@u_D→ SU2d@uDê2,HHu_L∗Cos@u_DL∗ψ@u_D → CU1d@uDê2, HHu_L ∗Sin@u_DL∗ψ@u_D→ SU1d@uDê2,Hu_L∗ψ@u_D→ Ud@uDê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uD ê2, Cos@u_D∗ψ@u_D → Cd@uDê2,

Sin@u_D∗ψ@u_D→ Sd@uDê2, ψ@u_D → Ed@uDê2= êê Simplify,8i, 1, 3<E
In[23]:= Q=HHqvint2@1D ê. u→ L1L−Hqvint2@1D ê. u → 0LL+HHqvint2@2D ê. u→ L2L−Hqvint2@2D ê. u → L1LL +HHqvint2@3D ê. u→ L1+ L2L− Hqvint2@3D ê. u→ L2LL ê.8CU1d@0D→ 0, CU2d@0D→ 0, SU1d@0D→ 0, SU2d@0D → 0, Ud@0D → 0, Cd@0D → 0,

Sd@0D→ 0, Ed@0D→ 0, Ud@−u_D→ Ud@uD, Cd@−u_D → −Cd@uD, Sd@−u_D → Sd@uD,
CU1d@−u_D → CU1d@uD, CU2d@−u_D → −CU2d@uD, SU1d@−u_D→ −SU1d@uD,
SU2d@−u_D → SU2d@uD, Ed@−u_D → −Ed@uD< êê Simplify

Out[23]=
1
4 H2 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D + 2 Cos@L2D Ed@L1D+

2 Ed@L2D− 2 Ed@L1 + L2D − L2 Cos@L1 − L2D Sd@L1D + 2 L1 Cos@L1+ L2D Sd@L1D +

L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1D − L2 Cos@L1 − L2D Sd@L2D + 2 L2 Cos@L2D Sd@L2D +

L2 Cos@L1+ L2D Sd@L2D − 2 L1 Cos@L1 + L2D Sd@L1 + L2D − 2 L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D +

CU1d@L2D Sin@L1− L2D + 2 CU1d@L2D Sin@L2D + 2 L2 Ed@L1D Sin@L2D −

2 Sd@L2D Sin@L2D− 2 Cd@L2D HCos@L2D + L2 Cos@L2D Sin@L1D + L2 Sin@L2DL −

2 Cd@L1D HCos@L1+ L2D + L1 Cos@L2D Sin@L1D +HL1 + L2L Cos@L1D Sin@L2DL +

2 L1 Cd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 L2 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+ 2 CU1d@L1D Sin@L1 + L2D +

CU1d@L2D Sin@L1+ L2D − 2 CU1d@L1 + L2D Sin@L1 + L2D − 2 Sd@L1D Sin@L1+ L2D +

2 Sd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − 2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1D + Cos@L1− L2D SU1d@L2D −

2 Cos@L2D SU1d@L2D− Cos@L1 + L2D SU1d@L2D + 2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1 + L2DL
In[24]:= Collect@Q, 8Ud@L1− L2D, Cd@L1− L2D, Sd@L1− L2D, Ed@L1− L2D, CU1d@L1− L2D,

CU2d@L1− L2D, SU1d@L1− L2D, SU2d@L1− L2D, Ud@L1D, Cd@L1D, Sd@L1D, Ed@L1D,
CU1d@L1D, CU2d@L1D, SU1d@L1D, SU2d@L1D, Ud@L2D, Cd@L2D, Sd@L2D, Ed@L2D,
CU1d@L2D, CU2d@L2D, SU1d@L2D, SU2d@L2D<D

Out[24]=
Ed@L2D

2 +
1
4 Sd@L2D H−L2 Cos@L1 − L2D + 2 L2 Cos@L2D+ L2 Cos@L1 + L2D − 2 Sin@L2DL −

1
2 Cd@L2D HCos@L2D + L2 Cos@L2D Sin@L1D + L2 Sin@L2DL +

1
4 Ed@L1D H2 Cos@L2D + 2 L2 Sin@L2DL−

1
2 Cd@L1D HCos@L1 + L2D + L1 Cos@L2D Sin@L1D + HL1+ L2L Cos@L1D Sin@L2DL +

1
4 Sd@L1D H−L2 Cos@L1 − L2D + 2 L1 Cos@L1 + L2D + L2 Cos@L1 + L2D− 2 Sin@L1 + L2DL +

1
2 CU1d@L1D Sin@L1 + L2D +

1
4 CU1d@L2D HSin@L1 − L2D + 2 Sin@L2D+ Sin@L1 + L2DL −

1
2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1D +

1
4 HCos@L1 − L2D − 2 Cos@L2D− Cos@L1 + L2DL SU1d@L2D +

1
4 H2 Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D − 2 Ed@L1+ L2D − 2 L1 Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D −

2 L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D + 2 L1 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+ 2 L2 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D−

2 CU1d@L1+ L2D Sin@L1 + L2D + 2 Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D+ 2 Cos@L1 + L2D SU1d@L1 + L2DL  
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Z23

In[25]:= −I∗60∗HP+QL êê Simplify

Out[25]= 30 Ç H−Cd@L1 + L2D Cos@L1 + L2D − 2 Cos@L2D Ed@L1D + Ed@L1 − L2D + Ed@L1 + L2D−

L1 Cos@L1− L2D Sd@L1D + L2 Cos@L1 − L2D Sd@L1D − L1 Cos@L1 + L2D Sd@L1D−

L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1D + L1 Cos@L1 − L2D Sd@L1 − L2D − L2 Cos@L1− L2D Sd@L1 − L2D +

L2 Cos@L1− L2D Sd@L2D − L2 Cos@L1 + L2D Sd@L2D + L1 Cos@L1 + L2D Sd@L1+ L2D +

L2 Cos@L1+ L2D Sd@L1 + L2D + 2 L2 Cd@L2D Cos@L2D Sin@L1D − CU1d@L1D Sin@L1 − L2D+

CU1d@L1− L2D Sin@L1 − L2D − CU1d@L2D Sin@L1 − L2D + Sd@L1D Sin@L1− L2D −

Sd@L1− L2D Sin@L1 − L2D − Cd@L1 − L2D HCos@L1 − L2D+ HL1 − L2L Sin@L1 − L2DL−

2 L2 Ed@L1D Sin@L2D+ 2 Cd@L1D HL1 Cos@L2D Sin@L1D + Cos@L1D HCos@L2D + L2 Sin@L2DLL −

L1 Cd@L1+ L2D Sin@L1 + L2D − L2 Cd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D−

CU1d@L1D Sin@L1+ L2D − CU1d@L2D Sin@L1 + L2D + CU1d@L1 + L2D Sin@L1+ L2D +

Sd@L1D Sin@L1+ L2D − Sd@L1 + L2D Sin@L1 + L2D + Cos@L1− L2D SU1d@L1D +

Cos@L1+ L2D SU1d@L1D − Cos@L1 − L2D SU1d@L1 − L2D −

Cos@L1− L2D SU1d@L2D + Cos@L1 + L2D SU1d@L2D − Cos@L1 + L2D SU1d@L1+ L2DL
à L1=L2=Lのとき

In[26]:= −I∗60∗HP+QL ê. 8L1 → L, L2→ L< ê.8Ud@0D→ 0, Cd@0D→ 0, Sd@0D→ 0, Ed@0D → 0, CU1d@0D → 0, CU2d@0D → 0, SU1d@0D→ 0,
SU2d@0D→ 0< êê Simplify

Out[26]= 30 Ç H−2 Cos@LD Ed@LD + Ed@2 LD + L Sd@LD − 3 L Cos@2 LD Sd@LD +

2 L Cos@2 LD Sd@2 LD− 2 L Ed@LD Sin@LD + 2 Cd@LD Cos@LD HCos@LD + 3 L Sin@LDL −

2 CU1d@LD Sin@2 LD+ CU1d@2 LD Sin@2 LD + Sd@LD Sin@2 LD − Sd@2 LD Sin@2 LD −

Cd@2 LD HCos@2 LD+ 2 L Sin@2 LDL + 2 Cos@2 LD SU1d@LD − Cos@2 LD SU1d@2 LDL  
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[確認] 

Closed Form

In[20]:= L1= 1;
L2= 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

Ud@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Cd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Sd@x_D:= 2∗ NIntegrate@Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
Ed@x_D:= 2∗ NIntegrate@ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
CU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Cos@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

SU1d@x_D:= 2∗ NIntegrate@u∗Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<D;
SU2d@x_D:= 2∗ NIntegrateAu2∗ Sin@uD∗ψ@uD, 8u, 0, x<E;

In[32]:= −I∗60∗HP+QL
Out[32]= 0.631584+ 1.65777 Ç  

 

Numerical Integration

In[33]:= Clear@L, dD;
L@1D = 1;
L@2D = 2;
d= 3;

ψ@u_D:=
ExpA−I∗

èu2 + d2 Eè
u2 + d2

;

f2@i_, x_D = 1−Cos@L@iD − Abs@xDD;
df2@i_, x_D = Sign@−xD ∗Sin@L@iD− Abs@xDD;
f3@i_, x_D = HL@iD −Abs@xDL∗ Cos@L@iD− Abs@xDD;
df3@i_, x_D = Sign@−xD ∗HCos@L@iD− Abs@xDD − HL@iD − Abs@xDL∗Sin@L@iD −Abs@xDDL;
−I∗30∗ NIntegrate@Hf2@1, x1D∗f3@2, x2D − df2@1, x1D∗df3@2, x2DL∗ψ@x1−x2D,8x1, −L@1D, L@1D<, 8x2, −L@2D, L@2D<D

Out[42]= 0.631584+ 1.65777 Ç  
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6.3 )(2),(1),(),(2),(1),( xSUxSUxSxCUxCUxC DDDDDD  の計算 

 
■ )(xCD の計算 

( )
∫

+

+−x
du

Du
Duju

0 22

22expcos  

vDuj =+ 22  とおくと 

( ) 222 vDu =+− , ( )222 Dvu +−= , 22 Dvju +±= , 22 Dvju +=  

dv
u
vdv

Dv
vjdu −=
+

=
22

 

22

0
DxjjDv

xu
+→

→
 

( ) ( )
∫

+






−

−
+=

22 expcos 22Dxj

jD
dv

u
v

v
vDvjj  

( ) ( )
∫

+

+

−
+=

22

22

22 expcosh
Dxj

jD
dv

Dv
vDv  

( ) ( ){ } ( )
∫

+

+

−
+−++=

22

22

2222 expexpexp
2
1 Dxj

jD
dv

Dv
vDvDv  

{ } ( ){ }
∫

+













+

++−
+

+

−+
=

22

22

22

22

22 expexp
2
1 Dxj

jD
dv

Dv
vDv

Dv
vDv  

[1st term] 

{ }
∫

+

+

−+22

22

22expDxj

jD
dv

Dv
vDv  

tvDv −=−+ 22  とおくと 

dv
Dv

tdv
Dv

vDvdv
Dv

vdt
2222

22

22
1

+
=

+

−+
−=








−

+
=−  

dt
t

Dvdv
22 +

−=  
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( )xDxjjDt
DxjjDv
−+→

+→
22

22

 

( )
∫






 −+










 +
−

+

−
=

xDxj

jD
dt

t
Dv

Dv
t22 22

22

exp  

( )
∫






 −+ −

−=
xDxj

jD
dt

t
t22 exp  

( ) ( )
∫∫






 −+

∞

∞ −
−

−
−=

xDxj

jD
dt

t
tdt

t
t 22 expexp  

( ) ( )







 −
−−

−
−= ∫∫

∞






 −+

∞

xDxjjD
dt

t
tdt

t
t

22

expexp  

( ))()( 22 xDxjEjDE ii −+−−−=  

ここで、 iE は 

( )
∫
∞

−

−
−=

zi dt
t

tzE exp)(  

で定義される指数積分関数である。 
 
[2nd term] 

( ){ }
∫

+

+

++−22

22

22expDxj

jD
dv

Dv
vDv  

tvDv =++ 22  とおくと 

dv
Dv

tdv
Dv

vDvdv
Dv

vdt
2222

22

22
1

+
=

+

++
=








+

+
=  

dt
t

Dvdv
22 +

=  

( )xDxjjDt
DxjjDv
++→

+→
22

22

 

( )
∫






 ++










 +

+

−
=

xDxj

jD
dt

t
Dv

Dv
t22 22

22

exp  
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( )
∫






 ++ −

=
xDxj

jD
dt

t
t22 exp  

( ) ( )
∫∫






 ++

∞

∞ −
+

−
=

xDxj

jD
dt

t
tdt

t
t 22 expexp  

( ) ( )
∫∫
∞






 ++

∞ −
−



 −
−−=

xDxjjD
dt

t
tdt

t
t

22

expexp
 

( ))()( 22 xDxjEjDE ii ++−+−−=  

よって、 

( ) ( ) ( ))()(expcos2)( 2222

0 22

22

xDxjExDxjEdu
Du

DujuxC ii

x

D −+−−++−=
+

+−
= ∫  

 
■ )(1 xCU D の計算 

( )
∫

+

+−
=

x

D dt
Dt

DtjttxCU
0 22

22expcos2)(1  

部分積分すると 

[ ] ∫−=
x

D
x

D dttCttC
00 )()(  

ここで、 

( )∫ ++−
x

i dttDtjE
0

22 )(  

( ) vtDtj =++− 22  とおくと 

jtvDtj +=+− 22 , ( ) 2222 2 tjvtvDt −+=+−  

jvtvD 222 +=− , 
jv
Dvt

2

22 +
−=  

dt
tjv

vdt
Dt

tDtjdt
Dt

tjdv
−

=
+

++
−=








+

+
−=

22

22

22
1  

dv
v
Djdt

jv
Dvjdv

v
tjdt 








−=







 +
+=






 −= 2

2

2

22

1
22
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( )xDxjjDv
xt

++−→−
→

22

0
 

( ) ∫∫





 ++−

− 







−=++−

xDxj

jD i

x

i dvvE
v
DjdttDtjE

22

)(1
2

)( 2

2

0

22  

右辺の表現は Mathematica を用いて解析的に積分できる（後でまとめて示す）。 
次に、 

( )∫ −+−
x

i dttDtjE
0

22 )(  

( ) utDtj =−+− 22  とおくと 

jtuDtj −=+− 22 , ( ) 2222 2 tjutuDt −−=+−  

jutuD 222 −=− , 
ju
Dut

2

22 +
=  

dt
tju

udt
Dt

tDtjdt
Dt

tjdu
+

−=












+

−+
−−=








−

+
−=

22

22

22
1  

du
u
Djdu

ju
Dujdu

u
tjdt 








−−=







 +
+−=






 +−= 2

2

2

22

1
22

 

( )xDxjjDu
xt

−+−→−
→

22

0
 

( ) ∫∫





 −+−

− 







−−=−+−

xDxj

jD i

x

i duuE
u
DjdttDtjE

22

)(1
2

)( 2

2

0

22  

右辺の表現は Mathematica を用いて解析的に積分できる（後でまとめて示す）。 
また、ここで、 







++=

−+=

xDxv

xDxu
22

22

 

とおくと、 
2

uvx −
=  なので、 

)
2

(
2

)( uvCuvxxC DD
−−

=  
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である。よって、 

CU1 D

In[1]:= intv= IntegrateAI
2

∗
ik1−

d2

t2
y{ ∗ ExpIntegralEi@tD, 8t, −I∗d, −I∗v<E êê Simplify

Out[1]= −
1

2 vId2 Æ−Çv − Ç Æ−Çd v− d Æ−Çd v + Ç Æ−Çv v −

Ç d2 v ExpIntegralEi@−Ç dD +Hd2 + Ç d2 v − v2L ExpIntegralEi@−Ç vDM
In[3]:= intu= IntegrateA−

I
2

∗
ik1−

d2

t2
y{∗ ExpIntegralEi@tD, 8t, −I∗d, −I∗u<E êê Simplify

Out[3]=
1

2 u Id2 Æ−Çu − Ç Æ−Çd u − d Æ−Çdu + Ç Æ−Çu u −

Ç d2u ExpIntegralEi@−Ç dD +Hd2 + Ç d2 u − u2L ExpIntegralEi@−Ç uDM
In[4]:= Cd@xD = ExpIntegralEi@−I∗vD − ExpIntegralEi@−I∗uD;

CollectAv− u
2

∗Cd@xD− Hintv− intuL êê Simplify, 9d2, Æ−Ç d=E
Out[5]= −Ç Æ−Çd − d Æ−Çd +

1
2 IÇ Æ−Çu + Ç Æ−Çv − v ExpIntegralEi@−Ç uD− u ExpIntegralEi@−Ç vDM +

1
2 d2ik Æ−Çu

u +
Æ−Çv

v − 2 Ç ExpIntegralEi@−Ç dD + Ç ExpIntegralEi@−Ç uD +

ExpIntegralEi@−Ç uD
u + Ç ExpIntegralEi@−Ç vD +

ExpIntegralEi@−Ç vD
v

y{  
より、 





















+







+++++−=

−−
−−− )()()(2

2
1)(1 2 xS

u
e

v
eDeejejDxCU D

jujv
jujvjD

D  

と解析的に表現できる。 
 
■ )(2 xCU D の計算 

( )
∫

+

+−
=

x

D dt
Dt

DtjttxCU
0 22

22expcos2)(2  

部分積分すると 

[ ] ∫−=
x

D
x

D dttCUttCU
00 )(1)(1  

２項目をさらに部分積分すると 

[ ] ∫+−=
x

D
x

DD dttCttCxxCU
00 )()()(1  

後は )(1 xCU D の計算と同じなので省略する。結果は次のようになる[5]。 
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)](
2

1

4222
1

4222
1[

2
1)(2

2
2

422422

xCDD

e
u

Dj
u

Duje
v

Dj
v

DvjxCU

D

jujv
D



















+−













+







−+−













+







−+= −−

 

 
■ )(2),(1),( xSUxSUxS DDD  

)(2),(1),( xCUxCUxC DDD と同様にして解析的に積分できる。定義と結果だけ示す。 

( )

( ) ( ) )(2)()(

expsin2)(

2222

0 22

22

jDjExDxjjExDxjjE

du
Du

DujuxS

iii

x

D

−−−+−+++−=

+

+−
= ∫  

( )









−−−








−=

+

+−
=

−−
−−

∫

)()(
2
1

expsin2)(1

22

0 22

22

xCDee
u

e
v

ejD

dt
Dt

DtjttxSU

D
jujv

jujv

x

D

 

( )

)](
2

1

42224222

22
[

2
1

expsin2)(2

2
2

422422

32

0 22

22
2

xSDD

e
u

D
u

Djjue
v

D
v

Djjv

eDDjjD

dt
Dt

DtjttxSU

D

jujv

jD

x

D



















+−













+







+−−













+







+−−









++−=

+

+−
=

−−

−

∫
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7. 諸特性の計算 
 
7.1 電流分布 

4.1 節と式(3)より、 

∑
=

=
M

l
i

l
i

l
iii zfIzI

1
)()(  

数値計算で便利な表現はさらに式(6)より、 

{ }∑
=

=
M

l
i

l
i

l
i

l
iii zfDizI

1
)()(  

 
7.2 給電点電流 

7.1 節で 0=iz を代入すると、 1)( =i
l

i zf と定義されているから 

∑∑
==

==
M

l

l
i

l
i

M

l

l
ii iDII

11
)0(  

 
7.3 入力インピーダンス、入力アドミタンス 

入力インピーダンス: 
)0(i

ii
in I

VZ =  

入力アドミタンス: i
in

i
in ZY /1=  

 
7.4 自己インピーダンス・アドミタンス、相互インピーダンス・アドミタンス 

アンテナ系給電点の電圧、電流だけに着目し、集中定数の回路系と見なしたときのパラメータ

である。アンテナの素子同士は空間で電磁的に結合するが、その空間を回路網と見なす。じつは

これは単なるアナロジーではなく、集中定数の配線による結合も電磁結合と見なせば全く同じも

のである。素子 i の給電点電圧と電流は ii IV , と表される。それらの関係を次のような行列で表す。 
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[ ]ijZ をインピーダンス行列と言い、対角要素の )( jiZij = を素子 i の自己インピーダンス(self 
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impedance)、それ以外の )( jiZij ≠ を素子 i と素子 j の相互インピーダンス(mutual impedance)

と言う。明らかに ijZ は次のように求められる。 

),,1,1,,1(0 NjjmIj

i
ij

m
I
VZ

LL +−==

=  

素子 i の自己インピーダンスの計算は素子 i の給電点だけに電流を流し、他の素子の給電点は全

て開放して（給電点電流が０）素子 i の給電点に発生する電圧を流した電流で割った値である。素

子 i と素子 j の相互インピーダンスは素子 j の給電点だけに電流を流し、他の素子の給電点は全て

開放して素子 i の給電点に発生する電圧を素子 j に流した電流で割った値である。しかし、これは

素子 j を電流源で励振する方法なので ICT の計算には向かない。そこで、次のアドミタンス行列

を考える。 
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[ ] [ ] 1−= ijij ZY である。対角要素の )( jiYij = を素子 i の自己アドミタンス、それ以外の )( jiYij ≠ を

素子 i と素子 j の相互アドミタンスと言う。 ijY は次のように求められる。 

),,1,1,,1(0 NjjmVj

i
ij

m
V
IY

LL +−==

=  

素子 i の自己アドミタンスの計算は素子 i の給電点だけに電圧をかけ、他の素子の給電点は全て

短絡して励振しない状態で素子 i の給電点に流れる電流をかけた電圧で割った値である。素子 i と
素子 j の相互アドミタンスの計算は素子 j の給電点だけに電圧をかけ、他の素子の給電点は全て

短絡して励振しない状態で素子 i の給電点に流れる電流を素子 j にかけた電圧で割った値である。 
これだと ICT では素子 j だけにデルタギャップ給電し、素子 i の給電点電流を求めて上の計算を

すれば求めることができる。 

問題とする解析空間内の媒質が全て等方性媒質中にあるならば [ ]ijZ も [ ]ijY も対称行列となって

いる。これは電磁界の可逆定理(reciprocity theorem)[6](pp. 127-132)による。可逆定理はマクス

ウェルの方程式から簡単に導出することができる。回路網方程式のインピーダンス行列やアドミ

タンス行列も等方性の媒質を使うとき対称行列となるが、集中定数回路の問題も ICT で扱うアン
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テナ系の低周波の問題だからである。 
 
7.5 遠方界指向性 (Radiation Pattern) 

 
電流を積分してベクトルポテンシャルを計算して求めても、アンテナワイヤーを細かく分割して

（そのように仮定して）微小ダイポール近似して求めてもよい。ここでは計算時間が速く、より

厳密な前者の計算法を紹介する。 
遠方界は次のように表される[6](p. 125)。 
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ここで、 ⊥A は電流が作るベクトルポテンシャル 
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図 5 遠方界指向性 

 
ここでは、図 5 に示すようなモデルを用いているので、 

∑
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次のような遠方界近似を行う。 

[遠方界近似] 
θϕϕθ cos)sincos(sinˆ 000 iiiii zyxrrrr −+−=⋅−≈ r  指数部 

0rri ≈  分母 
ここで、 

iii yyxx ˆˆ +=r  
θϕθϕθ cosˆsinsinˆcossinˆ0̂ zyxr ++=  

を用いた(付録 A.6.2 参照)。 

ii yx , は素子 i の絶対 yx, 座標である。 

∑ ∫
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+
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≈
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h i
jkz

ii
yxjk

jkr
i

i

iii dzezIe
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1

cos)sincos(sin

0

)(
4

ˆ
0

θϕϕθ

π
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式(3)を代入すると、 
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ここで、 

ii kz=ς  
とおく。ついでに ii khL = とおくと 

ii kdzd =ς  

iii

iii

LL
hhz

→−
→−

ς
 

また付録 A.6.2 より、 θθ sinˆˆ −=z なので 
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ここで、積分の項は次のように Mathematica で計算する。 
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Radiation Pattern

Takuichi Hirano

f1

In[1]:= f1= Sin@L− ζD; H∗ ζ>0 ∗L
f2= Sin@L+ ζD; H∗ ζ<0 ∗L
fe@1D =

Integrate@ComplexExpand@f2∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, −L, 0<D+

Integrate@ComplexExpand@f1∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, 0, L<D êê FullSimplify

Out[3]= 2H−Cos@LD + Cos@L Cos@θDDL Csc@θD2

f2

In[4]:= f1= 1− Cos@L− ζD; H∗ ζ>0 ∗L
f2= 1− Cos@L+ ζD; H∗ ζ<0 ∗L
fe@2D =

Integrate@ComplexExpand@f2∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, −L, 0<D+

Integrate@ComplexExpand@f1∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, 0, L<D êê FullSimplify

Out[6]= 2 Csc@θD2 Sec@θD H−Cos@θD Sin@LD + Sin@L Cos@θDDL
f3

In[7]:= f1= HL− ζL∗H1− Cos@L− ζDL; H∗ ζ>0 ∗L
f2= HL+ ζL∗H1− Cos@L+ ζDL; H∗ ζ<0 ∗L
fe@3D =

Integrate@ComplexExpand@f2∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, −L, 0<D+

Integrate@ComplexExpand@f1∗ Exp@I∗ζ∗Cos@θDDD, 8ζ, 0, L<D êê FullSimplify

Out[9]= −
1
4 Csc@θD4 Sec@θD2H−3 + 7 Cos@LD + 4 Cos@2 θD H1 + 2 Cos@LD − 3 Cos@L Cos@θDDL−

4 Cos@L Cos@θDD+ L Sin@LD + Cos@4 θD H−1 + Cos@LD − L Sin@LDLL  
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Limit

q=0°,90°で0割りの表現になってしまう。
これは除去可能な特異点だが、数値計算ではエラーになってしまうので、あらかじめ場合分けしてお
く。

f1

In[10]:= Limit@fe@1D, θ → 0D
Out[10]= L Sin@LD

f2

In[11]:= Limit@fe@2D, θ → 0D
Out[11]=

1
2 Æ−ÇLIÇ − L − Æ2ÇLHÇ + LLM

In[12]:= LimitAfe@2D, θ →
π

2
E

Out[12]= 2HL− Sin@LDL
f3

qØ0の場合、実は外にあるsinqもかけると0になる。

In[13]:= Limit@fe@3D, θ → 0D
Out[13]=

1
2 H4 −H4 + L2L Cos@LD− L Sin@LDL

In[14]:= Limit@Sin@θD∗fe@3D, θ → 0D
Out[14]= 0

In[15]:= LimitAfe@3D, θ →
π

2
E

Out[15]= 2+ L2 − 2 Cos@LD − 2 L Sin@LD  
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7.6 利得 (Gain) 

[ ]
2

*

1
Re),(

E

HE

η

ϕθ

=

×=radW
 放射強度 ( 2/ mW ) 

),(),( 2 ϕθϕθ radWrU =  放射強度 ( angle solidunit /W ) 

inP  供給電力 (W ) 
とすると、利得（無指向性のアンテナで送信した場合に比べて電力を何倍にできるかという量）

は 

inP
UG ),(4 ϕθπ

=  

で与えられる。 ),( ϕθU は前節の指向性の計算で求められる。 
また、 inP は指向性を全立体角にわたって積分してもよいが、この問題の場合、給電点の供給電圧

と電流がわかっているので、 









= ∑

=

N

i
iiin IVP

1

* )0(Re  

で計算できる。 
 
7.7 集中定数回路素子を負荷したアンテナ 

port 1

inY
1V

1I LY
port 2

2I
port 1

inY
1V

1I
port 2

2I
port 1

1I
port 2

2I2V

(a) (b) (c)  

図 6 集中定数回路素子負荷モデル 

図 6 のようなアンテナの一部に直列に集中定数回路素子を負荷したモデルを考える。これはポ

ートという概念を用いて解くことができる[4](p.110, 6.2 Loaded Antennas)。ポートは２つの（半）

無限に長い線路（２次元構造）の境界である。２次元構造を有する線路の例としては導波管や同

軸ケーブルや平行２本線路などがある。また、ポートは２次元構造の線路とアンテナや共振器や

マイクロ波回路などの他の構造物の境界面であることもある。他にも集中定数回路との接続境界
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を表すこともある。ある（半）無限に長い線路を立体構造のものを繋ぐ問題を考えたとき、その

境界面の電磁界を線路のモード関数の和で表すところが境界面をポートとして扱うときの特徴で

ある。線路のモードの和で現しておくと、線路からの入射波と立体回路からの反射波は境界面か

ら線路側に遠く離れた所では線路の基本モードだけが伝搬して、他の高次の減衰モードの影響は

考える必要がない。線路側では普通そのような基本モードの特性が知りたいので、線路と立体回

路などの境界をポートとして扱い、ポートの電磁界を線路のモード関数の和で表す。そして、あ

るポートを励振したときに他のポートに現れる電圧・電流などの入出力関係をインピーダンス行

列、アドミタンス行列などで記述し、集中定数回路網の問題に直す。ポート間の入出力関係を求

める際、３次元構造を考慮した解析法で計算しておくと３次元構造の影響も厳密に反映される。

インピーダンス行列、アドミタンス行列などでポート間の入出力関係を表現しておくと後で励振

するポートを変えたり、ポートに集中定数回路素子を負荷したときなどの特性を求めるのが簡単

になる。 
図 6(a)のように集中定数のアドミタンス LY をアンテナ２に負荷した問題を考える。アンテナ１

の給電点をポート１、アンテナ２の負荷の両端をポート２とし、アンテナ１のポート１を電圧源

で励振したときの特性を求める。これはエスパアンテナなどの解析に用いることができる。ポー

ト１、２の電圧、電流を 7.4 節で説明したアドミタンス行列を用いて表現すると、 
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ここで、ポート２では電圧と電流は次の条件を満たさなければならない。 

22 VYI L−=  
ここで、負号が付いているのは電流を電圧と同じ向きに定義しているからである。上式を②に代

入すると、 

2221212 VYVYVYL +=−  
( ) 121222 VYVYY L =+−  

1
22

21
2 V

YY
YV

L+
−=  (7) 

上式を①に代入すると、 

1
22

2112
1111 V

YY
YYVYI

L+
−=  

L
in YY

YYY
V
IY

+
−==

22

2112
11

1

1  (8) 

ここで、 ijY の計算は 7.4 節で説明したように図 6(b), (c)のモデルを用いて計算することができる。
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式(8)を用いて入力アドミタンス、インピーダンスなどの特性が計算できる。 

port 2

1
22

21
2 V

YY
YV

L+
−=

port 1

1V

 

図 7 計算モデル 

 
図 6(a)のモデルの放射特性、電流分布を求めるには２つの素子を同時に励振する図 7 のモデルを

用い、電圧 2V として式(7)を用いる。 

ところで、 ijY を計算するときに図 6(b), (c)のモデルの計算を行ったので、再び図 7 のモデルを計

算する必要はない。図 6(b), (c)のモデルの重ね合わせで図 7 のモデルの解を表現する方法を説明

する。4.2 節で求めた行列方程式は次のようであった。 
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基底関数の数 M ( Mml ,,1, L= )と素子数 N ( Nji ,,1, L= )の番号を入れかえて次のように書く

こともできる。 
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電流分布の重み係数を求めるために両辺にインピーダンス行列の逆行列をかけると 
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[ ] [ ]
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（行列の線形性から） 
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上式の第一項目は素子１だけを励振し、他の素子は給電点を短絡して励振しない場合の電流基底

関数の重みベクトルを表している。最後の項は素子 N だけを励振し、他の素子は給電点を短絡し

て励振しない場合の電流基底関数の重みベクトルを表している。よって、図 7 のモデルは図 6(b), 
(c)のモデルの重ね合わせで表すことができる。上の式のように１素子だけ励振するモデルにして

おくと、励振電圧を A倍に変化させるときでも電流分布を A倍に変化させるだけでよいことがわ

かる。 
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8. 例題 
8.1 １素子ダイポールアンテナの解析 

8.1.1 Mathematica プログラムリスト（３項表現バージョン） 

Analysis of a Dipole
Three-Term ICT

2002/11/6 Takuichi Hirano

Hallen's parameter

In[1]:= SolveAΩ m 2∗ LogA2∗h
a

E, aE
Out[1]= 88a → 2 Æ−Ωê2 h<<  
UD, CD, SD, ED Analytical Definition

In[9]:= Ud@x_D:= −2∗Ç
ikÆ−Ç

"
d2

− Æ−Ç
"

d2+x2 y{;

Cd@x_D:= ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d2 + xNE − ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 +d2 − xNE;

Sd@x_D:= I∗ ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d2 + xNE + I∗ ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d2 − xNE −

2∗I∗ ExpIntegralEi@−I∗dD;

Ed@x_D:= 2∗ NIntegrateAExpA−I∗
1
2

∗IExp@tD + d2∗ Exp@−tDME,9t, Log@dD, LogAèx2 + d2 + xE=E;

CU1d@x_D:= ModuleA9u=
èx2 + d2 − x, v=

èx2 + d2 + x=,
1
2

∗J−2∗Hd+ IL∗ Exp@−I∗dD +I∗HExp@−I∗ vD+ Exp@−I∗uDL +

d2∗JJ Exp@−I∗vD
v

+
Exp@−I∗uD

u
N + Sd@xDNNE;

CU2d@x_D:= ModuleA9u=
èx2 + d2 − x, v=

èx2 + d2 + x=,

1
2

∗
ikik 1

2
+ I∗

v
2

−
ik d2

2∗v
y{2

+ I∗
d4

4∗v
y{ ∗ Exp@−I∗ vD−ik1

2
+I∗

u
2

−
ik d2

2∗u
y{2

+ I∗
d4

4∗u
y{∗ Exp@−I∗uD − d2∗ik1+ J d

2
N2y{∗Cd@xDy{E;

SU1d@x_D:= ModuleA9u=
èx2 + d2 − x, v=

èx2 + d2 + x=,
1
2

∗JI∗d2 ∗J Exp@−I∗ vD
v

−
Exp@−I∗uD

u
N − HExp@−I∗ vD− Exp@−I∗uDL − d2∗ Cd@xDNE;

SU2d@x_D:= ModuleA9u=
èx2 + d2 − x, v=

èx2 + d2 + x=,

1
2

∗
ikikd− I+ I∗

d2

2
+

d3

2
y{∗ Exp@−I∗dD −

ik v
2

−
I
2

+ I∗
ik d2

2∗v
y{2

+
d4

4∗v
y{∗ Exp@−I∗vD −iku

2
−

I
2

+ I∗
ik d2

2∗u
y{2

+
d4

4∗u
y{∗ Exp@−I∗uD −d2 ik1+ Jd

2
N2y{∗ Sd@xDy{E;  
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Impedance Matrices

In[16]:= z11@L_D:= −30Ç I4Cos@LD2 Sd@LD −Cos@2 LDSd@2 LD+H−2Cd@LD+ Cd@2 LDLSin@2 LDM;

z12@L_D:=

−30Ç H2Cd@LDCos@2 LD − Cd@2 LDCos@2 LD −2Cos@LD Ed@LD + Ed@2 LD + 2Sd@LDSin@2 LD−

Sd@2 LDSin@2 LDL;
z13@L_D:=

30Ç H−2 LCd@2 LDCos@2 LD + LCd@LD H1+3Cos@2 LDL − 2CU1d@LD − 2Cos@2 LDCU1d@LD +

Cos@2 LDCU1d@2 LD+ 3 LSd@LDSin@2 LD − 2 LSd@2 LDSin@2 LD −2Sin@2 LDSU1d@LD +

Sin@2 LDSU1d@2 LDL;
z21@L_D:= z12@LD;
z22@L_D:=

−30Ç I2 L Ed@2 LD + Cos@2 LDSd@2 LD−4 Ed@LDSin@LD + 4Sd@LDSin@LD2 +

2Cd@LDSin@2 LD− Cd@2 LDSin@2 LD − Ud@2 LDM;
z23@L_D:=

30Ç H−2Cos@LD Ed@LD + Ed@2 LD + LSd@LD − 3 LCos@2 LDSd@LD + 2 LCos@2 LDSd@2 LD −

2 L Ed@LDSin@LD+ 2Cd@LDCos@LD HCos@LD + 3 LSin@LDL −2CU1d@LDSin@2 LD +

CU1d@2 LDSin@2 LD+ Sd@LDSin@2 LD − Sd@2 LDSin@2 LD−Cd@2 LD HCos@2 LD + 2 LSin@2 LDL +

2Cos@2 LDSU1d@LD− Cos@2 LDSU1d@2 LDL;
z31@L_D:= z13@LD;
z32@L_D:= z23@LD;
z33@L_D:=

−15Ç I2CU1d@LD + 2Cos@2 LDCU1d@LD −Cos@2 LDCU1d@2 LD + 2Sd@LD + 2 L2Sd@LD +

2Cos@2 LDSd@LD− 6 L2 Cos@2 LDSd@LD− Cos@2 LDSd@2 LD + 4 L2Cos@2 LDSd@2 LD −

8 LCU1d@LDSin@2 LD+ 4 LCU1d@2 LDSin@2 LD + 2CU2d@LDSin@2 LD −CU2d@2 LDSin@2 LD −

2 LSd@LDSin@2 LD+ 2 LSd@2 LDSin@2 LD +

Cd@LD I−4 LCos@LD2 −4Cos@LDSin@LD + 6 L2Sin@2 LDM +

Cd@2 LD I2 LCos@2 LD+I1− 4 L2MSin@2 LDM + 8 LCos@2 LDSU1d@LD + 2Sin@2 LDSU1d@LD−

4 LCos@2 LDSU1d@2 LD− Sin@2 LDSU1d@2 LD − 2SU2d@LD −2Cos@2 LDSU2d@LD +

Cos@2 LDSU2d@2 LDM;  
 

Calculate

In[25]:= deno@1D:= Sin@LD;
deno@2D:= 1− Cos@LD;
deno@3D:= L∗Cos@LD;
SolveWeights:= ModuleA8<,8wei@1D, wei@2D, wei@3D< ê.

SolveAikz11@LD z12@LD z13@LD
z21@LD z22@LD z23@LD
z31@LD z32@LD z33@LD y{.8wei@1D, wei@2D, wei@3D< ==

−8deno@1D, deno@2D, deno@3D<, 8wei@1D, wei@2D, wei@3D<E@@1DDE;  

Parameters

In[29]:= λ = 1.;

k=
2∗ π

λ
;

l= 0.5∗ λ;
Ω = 10.0;  
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Yin, Zin

In[33]:= yin:= Module@8<,
a= 2∗ Exp@−Ωê2D∗Hlê2L;
d= k∗a;
L= k∗Hlê2L;
sol= SolveWeights;
Do@
cur@iD = sol@@iDD;
, 8i, 1, 3<D;

i0= Sum@cur@iD∗deno@iD, 8i, 1, 3<D;
i0ê1.0D;  

Output Yin

In[34]:= SetDirectory@"D:êhira2ê講義êmylectureêictêexampleêdipole"D
Out[34]= D:\hira2\講義\mylecture\ict\example\dipole

In[35]:= stream = OpenWrite@"yin.csv"D;
WriteString@stream,

"Dipole Length HwavelengthL, G=ReHYinL HmSL, B=ImHYinL HmSL\n"D;
Do@

y= yin∗1000.;
WriteString@stream, ToString@lD, ", ", ToString@AccountingForm@Re@yDDD,
", ", ToString@AccountingForm@Im@yDDD, "\n"D;

, 8l, 0.1∗ λ, 4∗ λ+ λê1000., 4∗ λê100<D;
Close@streamD; H∗ yin.csv ∗L
Null  
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Radiation Pattern

In[40]:= fe@1, θ_D:= IfAAbs@Sin@θDD < 10−3,

LSin@LD,
2H−Cos@LD + Cos@LCos@θDDLCsc@θD2E;

fe@2, θ_D:= IfAAbs@Sin@θDD < 10−3,
1
2

Æ−Ç LIÇ − L− Æ2Ç LHÇ + LLM,

IfAAbsASinAθ−
π

2
EE < 10−3,

2HL− Sin@LDL,
2Csc@θD2Sec@θD H−Cos@θDSin@LD +Sin@LCos@θDDLE,E;

fe@3, θ_D:= IfAAbs@Sin@θDD < 10−3,

0,

IfAAbsASinAθ−
π

2
EE < 10−3,

2+ L2 − 2Cos@LD − 2 LSin@LD,

−
1
4

Csc@θD4 Sec@θD2H−3+ 7Cos@LD +4Cos@2θD H1+ 2Cos@LD − 3Cos@LCos@θDDL −4Cos@LCos@θDD +

LSin@LD+ Cos@4θD H−1+Cos@LD − LSin@LDLLE,E;

eθ@θ_D:= −Sin@θD∗Sum@cur@iD ∗fe@i, θD, 8i, 1, 3<D;

In[44]:= λ = 1.;

k=
2∗ π

λ
;

Ω = 10.0;
a= 2∗ Exp@−Ω ê2D∗Hlê2L;
d= k∗a;
l= 0.5∗ λ;
L= k∗Hlê2L;
sol= SolveWeights;
Do@

cur@iD = sol@@iDD;
, 8i, 1, 3<D;

In[53]:= rot@θ_D:= JCos@θD −Sin@θD
Sin@θD Cos@θD N;

scale@sx_, sy_D:= Jsx 0
0 sy

N;

eθlist= TableAAbs@eθ@θD D∗Hscale@−1, 1D.rot@90 °DL.8Cos@θD, Sin@θD<,9θ, −π + πê106, π + π ê106, 2 πê60=E;

elemmax= MaxAMapAè#@@1DD2 + #@@2DD2 &, eθlistEE;

eθlist= eθlistêelemmax;
eθgraphics= 8RGBColor@1, 0, 0D, Line@eθlistD<;
ParametricPlot@Abs@Sin@θD D∗Hscale@−1, 1D.rot@90 °DL.8Cos@θD, Sin@θD<,8θ, −π, π<,

PlotRange→ 88−1, 1<, 8−1, 1<<,
AxesStyle→ 8RGBColor@0.01, 0.01, 0.01D<,
PlotStyle→ 8RGBColor@0.01, 0.01, 0.01D, Dashing@80.02, 0.02<D<,
AspectRatio→ Automatic,
Epilog→ eθgraphicsD;
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Current Distribution

In[59]:= λ = 1.;

k=
2∗ π

λ
;

Ω = 10.0;
a= 2∗ Exp@−Ωê2D∗Hlê2L;
d= k∗a;
l= 0.5∗ λ;
L= k∗Hlê2L;
sol= SolveWeights;
Do@

cur@iD = sol@@iDD;
, 8i, 1, 3<D;

In[68]:= h= lê2;
f@1, z_D:= Sin@k∗Hh− Abs@zDLD;
f@2, z_D:= 1−Cos@k∗Hh− Abs@zDLD;
f@3, z_D:= k∗Hh− Abs@zDL∗Cos@k∗Hh− Abs@zDLD;
current@z_D:= Sum@cur@iD∗f@i, zD, 8i, 1, 3<D;
Plot@Abs@current@zD∗1000D, 8z, −h, h<,

PlotRange→ 88−h, h<, 80, Automatic<<,
PlotStyle→ 8AbsoluteThickness@2D, RGBColor@1, 0, 0D<,
Frame→ True,
FrameLabel→ 8"Position z HλL", "absHIHzLL HmAL"<D;

Plot@Arg@current@zD∗1000D∗H180.ê πL, 8z, −h, h<,
PlotRange→ 88−h, h<, Automatic<,
PlotStyle→ 8AbsoluteThickness@2D, RGBColor@0, 1, 0D<,
Frame→ True,
FrameLabel→ 8"Position z HλL", "argHIHzLL HdegL"<D
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2
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HIHzLL

HAmL

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2Position z HλL-36

-34

-32

-30

-28

-26

gra
HIHzLL

HgedL

Out[74]= h Graphics h  
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8.1.2 入力アドミタンス 

 
h をアンテナ長の 1/2、 a をアンテナ半径としたとき、ハレンのパラメータ(Hallen’s parameter) 

102ln2 ==Ω
a
h  

のときの入力アドミタンスのアンテナ長による変化を図 8, 図 9 に示す。論文[5]の結果とは異な

るところがあるが、論文に間違いがあるものと思われる。モーメント法(MoM)の結果と比較した。

モーメント法ではデルタギャップ給電を採用し、分割数はセグメントの大きさが 1/20 波長程度に

なるように分割した。 
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図 8 入力コンダクタンス 
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図 9 入力サセプタンス 
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8.2 ２素子ダイポールアレーの解析 

x

y

z

d

1l

2l

 

図 10 ２素ダイポールアレー 

本節では図 10 に示す２素子ダイポールアレーの解析を行う。素子１だけが励振されており、素

子２は励振されていない。 
 

8.2.1 Mathematica プログラムリスト（Storer Two-Term ICT） 

 

Analysis of Two Dipoles Array
Storer Two-Term ICT

2002/11/6 Takuichi Hirano  

UD, CD, SD, ED Analytical Definition

In[1]:= Ud@i_, j_, x_D:= −2∗Ç
ikÆ−Ç

"
d@i,jD2 −Æ−Ç

"
d@i,jD2+x2 y{;

Cd@i_, j_, x_D:= ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d@i, jD2 + xNE −

ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d@i, jD2 − xNE;

Sd@i_, j_, x_D:= I∗ ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d@i, jD2 + xNE+

I∗ ExpIntegralEiA−I∗Jèx2 + d@i, jD2 − xNE − 2∗I∗ ExpIntegralEi@−I∗d@i, jDD;

Ed@i_, j_, x_D:=

2∗ NIntegrateAExpA−I∗
1
2

∗IExp@tD + d@i, jD2 ∗ Exp@−tDME,9t, Log@d@i, jDD, LogAèx2 + d@i, jD2 + xE=E;  
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Impedance Matrices

In[4]:= z11@i_, j_D:=

−30Ç H2Cos@L@iDDCos@L@jDDSd@i, j, L@iDD− Cos@L@iD − L@jDDSd@i, j, L@iD − L@jDD +

2Cos@L@iDDCos@L@jDDSd@i, j, L@jDD − Cos@L@iDDCos@L@jDDSd@i, j, L@iD + L@jDD−

2Cd@i, j, L@iDDCos@L@jDDSin@L@iDD + Cd@i, j, L@iD − L@jDDCos@L@jDDSin@L@iDD+

Cd@i, j, L@iD + L@jDDCos@L@jDDSin@L@iDD− Cd@i, j, L@iD− L@jDDCos@L@iDDSin@L@jDD −

2Cd@i, j, L@jDDCos@L@iDDSin@L@jDD + Cd@i, j, L@iD + L@jDDCos@L@iDDSin@L@jDD+

Sd@i, j, L@iD + L@jDDSin@L@iDDSin@L@jDDL;
z12@i_, j_D:=

−30Ç HCd@i, j, L@iD− L@jDDCos@L@iD − L@jDD +2Cd@i, j, L@jDDCos@L@iDDCos@L@jDD −

Cd@i, j, L@iD + L@jDDCos@L@iDDCos@L@jDD− Ed@i, j, L@iD− L@jDD −

2Cos@L@iDD Ed@i, j, L@jDD + Ed@i, j, L@iD + L@jDD+

Cos@L@jDDSd@i, j, L@iD − L@jDDSin@L@iDD− Cos@L@jDDSd@i, j, L@iD+ L@jDDSin@L@iDD +

2Cos@L@iDDSd@i, j, L@iDDSin@L@jDD − Cos@L@iDDSd@i, j, L@iD − L@jDDSin@L@jDD+

2Cos@L@iDDSd@i, j, L@jDDSin@L@jDD − Cos@L@iDDSd@i, j, L@iD + L@jDDSin@L@jDD−

2Cd@i, j, L@iDDSin@L@iDDSin@L@jDD + Cd@i, j, L@iD + L@jDDSin@L@iDDSin@L@jDDL;
z21@i_, j_D:= z12@j, iD;
z22@i_, j_D:=

30Ç HEd@i, j, L@iD − L@jDD HL@iD− L@jDL − Ed@i, j, L@iD + L@jDD HL@iD + L@jDL +

Cos@L@iDDCos@L@jDDSd@i, j, L@iD − L@jDD− Cos@L@iDDCos@L@jDDSd@i, j, L@iD+ L@jDD −

Cd@i, j, L@iD − L@jDDCos@L@jDDSin@L@iDD− 2Cd@i, j, L@jDDCos@L@jDDSin@L@iDD+

Cd@i, j, L@iD + L@jDDCos@L@jDDSin@L@iDD+ 2 Ed@i, j, L@jDDSin@L@iDD−

2Cd@i, j, L@iDDCos@L@iDDSin@L@jDD + Cd@i, j, L@iD − L@jDDCos@L@iDDSin@L@jDD+

Cd@i, j, L@iD + L@jDDCos@L@iDDSin@L@jDD+ 2 Ed@i, j, L@iDDSin@L@jDD−

2Sd@i, j, L@iDDSin@L@iDDSin@L@jDD + Sd@i, j, L@iD − L@jDDSin@L@iDDSin@L@jDD−

2Sd@i, j, L@jDDSin@L@iDDSin@L@jDD + Sd@i, j, L@iD + L@jDDSin@L@iDDSin@L@jDD−

Ud@i, j, L@iD − L@jDD+ Ud@i, j, L@iD+ L@jDDL;  
Calculate

In[8]:= deno@1, i_D:= Sin@L@iDD;
deno@2, i_D:= 1−Cos@L@iDD;
SolveWeights:= ModuleA8<,8wei@1, 1D, wei@1, 2D, wei@2, 1D, wei@2, 2D< ê.

SolveAik
z11@1, 1D z11@1, 2D z12@1, 1D z12@1, 2D
z11@2, 1D z11@2, 2D z12@2, 1D z12@2, 2D
z21@1, 1D z21@1, 2D z22@1, 1D z22@1, 2D
z21@2, 1D z21@2, 2D z22@2, 1D z22@2, 2D

y
{.

8wei@1, 1D, wei@1, 2D, wei@2, 1D, wei@2, 2D< == −8deno@1, 1D, 0, deno@2, 1D, 0<,8wei@1, 1D, wei@1, 2D, wei@2, 1D, wei@2, 2D<E@@1DDE;  

Parameters

In[11]:= λ = 1.;

k=
2∗ π

λ
;

diplen@1D= 0.5∗ λ;
diplen@2D= 0.3∗ λ;
Ω = 10.0;
x@1D= 0.0∗ λ; y@1D = 0.0∗ λ;
x@2D= 0.1∗ λ; y@2D = 0.0∗ λ;

d@i_, j_D:= IfAim j, k∗a@iD, k∗
èHx@iD− x@jDL2 +Hy@iD − y@jDL2E;

a@i_D:= 2∗ Exp@−Ω ê2D∗Hdiplen@iDê2L; H∗ Hallen' Parameter Ω に対応する a ∗L
L@i_D:= k∗Hdiplen@iDê2L;  
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Cur0,Yin, Zin

In[21]:= cur0@elem_D:= Module@8<, H∗ 素子 elem の給電点電流 ∗L
sol= SolveWeights;
Do@
cur@i, jD = sol@@j+Hi− 1L∗2DD;
, 8i, 1, 2<, 8j, 1, 2<D;

Sum@cur@i, elemD∗deno@i, elemD, 8i, 1, 2<DD;
yin@elem_D:= Module@8<, H∗ 素子 elem の入力アドミタンス ∗L

cur0@elemDê1.0D;  

Output File

In[23]:= SetDirectory@"D:êhira2ê講義êmylectureêictêexampleêtwo_dipoles"D
Out[23]= D:\hira2\講義\mylecture\ict\example\two_dipoles

In[24]:= stream = OpenWrite@"cur0.csv"D;
WriteString@stream,

"DipoleH2L Length HwavelengthL, AbsHI2êI1L, ArgHI2êI1L HdegL\n"D;
Do@

current= cur0@2Dêcur0@1D;
WriteString@stream, ToString@diplen@2DD, ", ",
ToString@AccountingForm@Abs@currentDDD, ", ",
ToString@AccountingForm@ArcTan@Re@currentD, Im@currentDD∗H180.ê πLDD, "\n"D;

, 8diplen@2D, 0.3∗ λ, 0.7∗ λ+ λê1000., 0.01∗ λ<D;
Close@streamD; H∗ yin.csv ∗L
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Radiation Pattern

In[28]:= fe@1, i_, θ_D:= IfAAbs@Sin@θDD < 10−3,

L@iDSin@L@iDD,

IfAAbsASinAθ−
π

2
EE < 10−3,

2− 2Cos@L@iDD,
2H−Cos@L@iDD + Cos@L@iDCos@θDDLCsc@θD2EE;

fe@2, i_, θ_D:= IfAAbs@Sin@θDD < 10−3,

−
1
2

Æ−Ç L@iD IÇ I−1+ Æ2Ç L@iDM +I1+ Æ2Ç L@iDM L@iDM,

IfAAbsASinAθ−
π

2
EE < 10−3,

2HL@iD− Sin@L@iDDL,
2Csc@θD2Sec@θD H−Cos@θDSin@L@iDD +Sin@L@iDCos@θDDLEE;

eθ@θ_, ϕ_D:=

−Sin@θD∗Sum@Exp@I∗k∗Sin@θD∗Hx@iD∗Cos@ϕD + y@iD∗Sin@ϕDLD∗

Sum@cur@l, iD∗fe@l, i, θD, 8l, 1, 2<D, 8i, 1, 2<D;

In[31]:= λ = 1.;

k=
2∗ π

λ
;

diplen@1D = 0.5∗ λ;
diplen@2D = 0.3∗ λ;
Ω = 10.0;
x@1D= 0.0∗ λ; y@1D = 0.0∗ λ;
x@2D= 0.1∗ λ; y@2D = 0.0∗ λ;

d@i_, j_D:= IfAim j, k∗a@iD, k∗
èHx@iD− x@jDL2 +Hy@iD− y@jDL2E;

a@i_D:= 2∗ Exp@−Ω ê2D∗Hdiplen@iDê2L; H∗ Hallen' Parameter Ω に対応する a ∗L
L@i_D:= k∗Hdiplen@iDê2L;

In[41]:= sol= SolveWeights;
Do@

cur@i, jD = sol@@j+Hi− 1L∗2DD;
, 8i, 1, 2<, 8j, 1, 2<D;

In[43]:= eθlist= TableAAbsAeθA π

2
, ϕE E∗8Cos@ϕD, Sin@ϕD<, 9ϕ, 0, 2∗ π + πê106, 2 π ê60=E;

elemmax= MaxAMapAè#@@1DD2 + #@@2DD2 &, eθlistEE;

eθlist= eθlistêelemmax;
eθgraphics= 8RGBColor@1, 0, 0D, Line@eθlistD<;
ParametricPlot@8Cos@ϕD, Sin@ϕD<, 8ϕ, 0, 2∗ π<,

PlotRange→ 88−1, 1<, 8−1, 1<<,
AxesStyle→ 8RGBColor@0.01, 0.01, 0.01D<,
PlotStyle→ 8RGBColor@0.01, 0.01, 0.01D, Dashing@80.02, 0.02<D<,
AspectRatio→ Automatic,
Epilog→ eθgraphicsD;

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75 1

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1

 

 
8.2.2 無給電素子の電流振幅と位相差 
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図 11 振幅比 
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図 12 位相差 

素子 1 の長さを 2/1 λ=l とする。アンテナ半径としてはそれぞれの素子 i においてハレンパラメ
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ータΩが 10 に対応する半径( 2/Ω−= ela ii )とする。素子 i のダイポール中央の電流を iI としたとき、

素子２の長さを変化させたとき、素子１の中央部の電流に対する比 12 / II を計算し、その振幅比

と位相差をそれぞれ図 11, 図 12 に示す。アンテナ間隔を λ1.0 ～ λ5.0 まで変化させている。ア

ンテナ間隔によって多少異なるが、素子２の長さを約半波長のあたりで長く、または短く変化さ

せると位相を変化させることができる。その長さでは大体振幅も最大になっている。つまり２つ

の素子が大体等振幅で位相差がついて励振されているので、アレーアンテナの原理からビームを

制御することができる。テレビ受信用に使われている八木・宇田アンテナ(図 1)はこの現象を利

用している。このように給電されない素子はビーム成形に重要な役割を演ずる。給電されない素

子を無給電素子、または寄生素子(parasitic element)と呼ぶ。 
また、アレーアンテナのアレーファクタの計算では素子間相互結合が無いものとして計算する

が、図 11 を見てもわかるようにこのように配置されたダイポールアレーでは素子間隔が 2/λ に

なっても依然として素子間相互結合が強いことがわかる。ICT のような素子管相互結合を考慮し

た特性評価が必要になる。モーメント法でも可能だが、線状ダイポールアレーの解析には ICT の

精度は十分であり、計算時間を考えるとモーメント法よりも有利である。 
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9. 変分法とガラーキン法の等価性 
 
9.1 積分方程式の生成汎関数 

積分方程式(1)の生成汎関数はわからないが、論文[1]の式(12)より、次の停留条件の式。 

∑
=

N

i
ii ZI

1

2 )0( δ  (9) 

は積分方程式と等価となる。ここで、 
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9.2 停留条件と積分方程式の等価性 

 

iZ の変分 iZδ を計算する。 
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ここで、微小項は無視する。 
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下線部は同じだから消える。 
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ここで、式(9)の変分を線形性から iZδ の和で計算すると 
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ここで、可逆定理より最終項を変形すると 
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δ 関数の範囲をもうすこし広げて面積 1 のパルス関数u にしたら 
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これが、いかなる任意波形の )( ii zIδ に対しても変化しないという停留条件は 
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となる。これは境界条件を満たすように求めた連立積分方程式そのものであり、式(9)の変分問題

と上の連立積分方程式を解くことは等価であることがわかる。論文[1]ではこの変分原理を用いて

解くべき行列方程式を導出している。 
また、方形導波管など内部に障害物がある場合の散乱問題に対しても、反射係数が仮定した未

知電磁流の変分表現になっている[7](p.282)。 
 
9.3 変分原理を適用し、行列方程式を導く 

論文[1]の IV 章参照。 
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A. 付録 
 
A.1 汎関数、変分、変分原理 

 

汎関数 
汎関数(functional)とは関数をパラメータ（変数、引数）とする関数である。関数よりもより上

位のものとして見ているので汎関数と呼ばれる。 

x

fHxL+δfHxLδfHxLfHxL

 

図 13 汎関数と変分の説明 

例えば、図 13 のような関数 )(xf を考える。それをギターなどの弦を指で引っ張ったときの変位

と考える。その弦の変位によるエネルギーのようなものを考え、次のように [ ]fF で表す。汎関数

であることを強調するために引数には大括弧 [ ]を使う。 

[ ] { }∫ =
=

b

ax
dxxffF 2)(  

すると、そのエネルギーらしき F はある値となり、関数 f の形によって値が変わる。つまり、関

数 f の関数になっており、その意味で F は汎関数であると言う。 

 

図 14 汎関数の写像による説明 
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また、図 14 に示すように汎関数を写像により説明する。普通の関数はあるスカラー量（図中で

は複素数Cの集合を考えている）を別のスカラー量に対応させるものであるが、汎関数はある関

数形をあるスカラー量に対応させるものであると考えることができる。 
 
変分 
図 13 に示すように関数 )(xf の形が )(xfδ （一般に微小変化を扱う）だけ変わり、 )()( xfxf δ+

となったときに汎関数の値はどれだけ( Fδ )変わるか言うのが変分(variation)である。汎関数の変

分は関数の微分に相当する量である。定義は微分と同じようなものであり、次のように定義して

みる。 
[ ] [ ]

f
fFffFfF

f δ
δδδ

δ

−+
=

→0
lim  (10) 

分子第１項の ff δ+ というのは２つの関数の和 )()( xfxf δ+ を意味することになる。この定義は

関数の微分と同じ定義になっているので、変分も関数 f を文字と見なして関数と同様に微分する

ことができる。 fδ は関数のノルムである。 

 
変分の意味 
より変分の意味が明確になるように次のように定義してみる。 

[ ] [ ]
ε
εεδ

ε

fFgfFF −+
=

→0
lim  (11) 

ε はスカラーであり、 g は任意波形の関数である。よって、 g の関数形（微小変化の与え方）に

よって変分の値は変わる。もし 1)( =xg ならば式(10)は式(11)の定義と一致する。つまり、式(10)
の定義では関数 f を一様に上下に変化させようとしたときの変化量だと言える。関数と同様の微

分公式を使って微分したら全体を上下に一様に変化させたときの変分を求めたことになるから、

なるべく式(11)の定義に従って微分するのが望ましい。また、関数と同様の微分公式を使わなけ

れば式(10)の定義に従って変分しても式(11)と同様の操作をしているので式(11)の定義に従って

変分しているのと同じことになる。 
 より意味がわかりやすいような表現にするにはパラメータの関数 f を fδ だけ変化させて

ff δ+ としたときの汎関数の値 [ ]ffF δ+ から元の値 [ ]fF を引いて汎関数の fδ による微小変化

量 Fδ を調べればよい。 
[ ] [ ]fFffFF −+≡ δδ  

 
例題 1 
汎関数 

[ ] { }∫ =
=

3

0

2)(
x

dxxffF  

を一様に変化させたときの変分を求めよ。 
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解答 
一様に変化させるのであるから関数のように微分すればよい。 

∫ =
=

3

0
)(2

x
dxxf

f
F
δ
δ  

∫ =
=

3

0
)(2

x
dxxffF δδ  

数値例 
1)( =xf  のとき → [ ] 31 =F , fF δδ 6=  

  [ ] 3075.305.01 =+F  
  [ ] 3.305.06305.01 =×+=+≅+ FFF δ  

)1(F から微小に変化させて )05.01( +F にしたとき、 FF δ+ とよく

一致するから Fδ は変分であるという意味がよくわかる。 
xxf =)(  のとき → [ ] 6.482 =xF , fF δδ 18=  

  [ ] 7803.4801.02 =+xF  
  [ ] 78.4801.0186.4801.02 =×+=+≅+ FFxF δ  
例題 2 
次の汎関数の変分を求めよ 

[ ] ∫ 
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2
1 dx

dx
dF φφφ  

解答 
一様に変化させるとは言われていないし、微分があるので、定義に従って変分した方が楽である。 

[ ]

∫

∫












++



















++






=













++





 +=+

3

0

22

3

0

2

)(22
2
1

)(2
2
1

dx
dx

d
dx

d
dx
d

dx
d

dx
dx

d
dx
dF

δφφδφδφφφ

δφφδφφδφφ

 

[ ] [ ] ∫











+



















+=−+

3

0

2

22
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dx
dFF δφδφδφφφδφφ  

ここで、２次の微小量は無視する。δφがφに比べて微小ならば dxd /δφ も微小である。なぜなら

ば、図 13 に示すように振幅が小さく、よって微係数も小さくなるからである。 
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あえてこの表現で止めておく。 
 

変分原理 
微分方程式 0=Df を解いて未知関数 f を求める問題を考える。ある汎関数 [ ]fF が極値（変分が

0 になるところ）になるような f 求めるとそれは 0=Df の解の f と全く同じものになることがあ

る。つまり、汎関数 [ ]fF の極値を求めることは微分方程式 0=Df を解くのと全く等価になるこ

とがある。 
そのようなとき、汎関数を変分して極値を求め、汎関数の極値問題と等価な微分方程式を求める

ことを変分原理(variational principle)を適用すると言う。汎関数に変分原理を適用して得られる

微分方程式はオイラーの微分方程式と呼ばれる。ただし、極小値を求めるときには放物曲面のよ

うに極小値はただ１つでなければならない( 02 >Fδ )。峰や鞍のような停留点があってもいけな

い。変分原理を適用して微分方程式を得る過程は電磁気学の分野でポテンシャルを微分してフィ

ールドを求めたり、確率・統計の分野で積率母関数(moment generating function)を微分してモ

ーメント(積率)を求めたりするのに似ている。 
変分原理が使われている問題は数多く存在する。特に物理学の分野の一つである解析力学で汎関

数や変分原理が多用される[8]。ラグランジアン、ハミルトニアンなどがあり、微分方程式を生成

するので生成汎関数と呼ばれる。電磁界理論のモーメント法もガラーキン法を適用したら電流分

布の微小変化に対して入力インピーダンスが変分表現になっており、安定な解を与えることが証

明されている。ICT(Improved Circuit Theory)[1]でも入力インピーダンスは電流分布の変分表現

になっていることを利用して、変分原理を適用してアンテナ上の電流分布を求めている。 
変分原理は物理学では「系全体のエネルギー（汎関数）が最小になるように物理量（フィールド

や温度）が分布する」というエントロピー増大の原理のような最小エネルギー原理として解釈す

ることができる。フェルマー(Fermat)の原理として知られる「屈折率が場所によって異なる媒質

中の２点間を光が通るときの光路は、２点間を光が通るのに要する時間を最小にする路である」

は、変分原理から来ている。屈折角はフレネルの反射・透過係数を求めるときに位相整合条件を

適用して導出されるが、変分原理を用いてフェルマーの原理として解釈することもできる。どち

らの解釈も正しいのだが、慣れないうちは誰でも変分原理の考え方は理解しにくいのではないだ

ろうか。筆者も変分原理による解釈は天下り的な感じがしてちょっと腑に落ちない。 
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微分方程式は空間内のある点に着目してそこで成り立つ関係を記述したものである。またその

関係は空間内のどの点でも成り立つことを言っている汎用性のある方程式である。このように微

分方程式は空間内のある点だけを考えて作った方程式なので非常に微視的（ミクロ）な視点で作

った方程式である。一方、変分原理はある空間を考え、その空間内で成り立つ原理を記述したも

のである。これも空間の取り方が任意なので汎用性のある方程式である。変分原理はこのように

微分方程式よりも巨視的（マクロ）な視点で作った原理だと言える。それゆえ、初学者が物理現

象の巨視的な見方に慣れていないと理解しにくいのは納得できることである。 
 
例題 3 
次の微分方程式を解け 

22

2

=
dx
d φ  

ただし、 
0)3(,3)0( == φφ  (境界条件) 

 
解答 

12 Cx
dx
d

+=
φ  

21
2)( CxCxx ++=φ  

境界条件を適用して積分定数を求めると 

3)0( 2 ==Cφ  

0339)3( 1 =++= Cφ , 41 −=C  
よって、 

34)( 2 +−= xxxφ  

 

例題 4 
例題 2 の汎関数に変分原理を適用し、オイラーの微分方程式を導け。ただし、例題 3 のときのよ

うにφの値が 3,0=x で強制されている（ディリクレ条件）とする。 

 
解答 
例題 2 の解答より、 

[ ] [ ]
3

0

3

0 2

2

2 



+








+=−+ ∫ δφφδφφφδφφ

dx
ddx

dx
dFF  

ここで、φの値が 3,0=x で強制されているので、微小変化させる関数δφも 3,0=x の値を動かす

ことはできない。よって 0)3()0( == δφδφ となるような微小変化関数δφを用いるので、 
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[ ] [ ] ∫ 







+=−+

3

0 2

2

2 dx
dx
dFF δφφφδφφ  

これがいかなる関数δφに対しても 0 となるためには 

22

2

+
dx
d φ

=0 

を満たす必要がある。よって、この汎関数の極値問題を解いてφを求めればそれは上のオイラー

の微分方程式の解である。 



ICT(Improved Circuit Theory)入門 2003/01/22 96 

 

A.2 重み付け、モーメント 

 

a b
x

a b
x

0x 1x nx  

図 15 区間[a,b] 

0)( =xf が図 15 上のように区間 ],[ ba で定義されている。 0)( =xf を区間 ],[ ba 全域で満たすよ

うにしたい場合、その条件を書くとすれば例えば図 15 下に示されるような離散的な点で

0)( =xf を満足するような条件を書く。 











=

=
=

0)(

0)(
0)(

2

0

nxf

xf
xf

M
 (12) 

)( ixf  ( ni ,,1L= )は正かも知れないし負かもしれないが、{ }2)( ixf は絶対に正数なので、式(12)

の条件式群をまとめて次のように書くことができる。 

{ } 0)(
0

2 =∑
=

n

i
ixf  (13) 

しかし、式(13)もまだ離散的な点でしか 0)( =xf の条件を満足しないので、全区間で満たすよう

にするには、次のように離散点の間隔を無限に小さくする。 

a b
x

0x 1x nx2x 3x 4x

)(xf

 

図 16 区分求積 
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xiax
n

abx i ∆+=
−

=∆ ,  

{ } 0)(lim
0

2

0
=∆∑

=
→∆

n

i
ix

xfx  

これは区分求積（リーマン積分の定義）であり、次のように表現される。 

{ } 0)( 2 =∫
b

a
dxxf  (14) 

)(xf が式(14)を満たすとき、 )(xf は区間 ],[ ba 内の至る所で 0)( =xf であり、目的の条件と等

価になる。ここで、式(14)は次のモーメントの定義 

0)()( =∫
b

a
dxxgxf  (15) 

の特殊な場合である。 )(xg を重み関数と言う。 

a b
x

)(xf

a b
x

)(xg

 
図 17 モーメント 

式(15)の表現では図 17 に示されるように )(xg の形によっては「区間 ],[ ba 内で 0)( =xf 」が満

たされるとは限らない。しかし、 )()( xfxg = と選び、式(14)の表現にすると式(14)を満たすこ

とと「区間 ],[ ba 内で 0)( =xf 」となることは等価となる。 )()( xfxg = と選ぶ重み付けの方法は

ガラーキン法(Galerkin’s method)と呼ばれ、数値的に安定した解を与える。モーメント法(MoM, 

Method of Moments, Moment Method)や有限要素法(Finite Element Method)でよく使われる手法

である。 
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A.3 導体棒に流れる線電流と面電流 

 
A.3.1 近傍界の考察 

 

a

zI

a
IH z

πϕ 2
=

a

zz aII π2=′

z
z I
a

IH =
′

=
πϕ 2

(a) (b)  

図 18 導体棒に流れる面電流と線電流による磁界 

 
導体棒の半径が波長に対してものすごく小さいとき、導体棒表面に流れる電流による導体棒表面

の電磁界を計算する際には距離がものすごく近いので静電界、静磁界と近似して計算することが

できる。また、電流の近傍で観測しているため、観測点近傍の電流だけが大きな寄与となるため

に、電流も無限に長く流れていると仮定し、図 18 のようなモデルを考える。(a)のモデルは導体

棒表面に相当する部分に周囲方向に変化が無く、一様な面電流 zI ( mA / )が流れているモデルであ

り、(b)のモデルは導体棒の中心に相当する部分に線電流 zI ′  ( A )が流れているモデルである。 
 
モデル(a)の面電流が作る磁界 

静磁界のアンペアの法則 

∫∫∫ ⋅=⋅
SC

dd SilH  

より、 

ϕ

π

ϕ

π

ϕ πϕϕ aHdaHadHSHL 2...
2

0

2

0
=== ∫∫  

( )

zz

a

z

a

z

a

z

aIadIddaI

ddaIddzaIzSHR

πϕϕρρρδ

ϕρρρδϕρρρδ

π

ϕ

π

ϕ ρ

ρ

π

ϕρ

π

ϕ

2)(

)(ˆ)(ˆ...
2

0

2

0 0

0

2

00

2

0

==−=

−=⋅−=

∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

== =

= == =  
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zIH =ϕ  

モデル(b)の線電流が作る磁界 

静磁界のアンペアの法則 

∫∫∫ ⋅=⋅
SC

dd SilH  

より、 

ϕ

π

ϕ

π

ϕ πϕϕ aHdaHadHSHL 2...
2

0

2

0
=== ∫∫  

( ) zSzS z IdxdyyxIdxdyzyxIzSHR ′=′=⋅′= ∫∫∫∫ )()(ˆ)()(ˆ... δδδδ  

z
z I
a

IH =
′

=
πϕ 2

 

 
このように、 zz aII π2=′ とすると図 18 (a), (b)の２つのモデルが半径 a の位置に作る磁界は全く

同じになる。この場合は準定常電磁界(
t∂

∂
>>

DJ )と見なせる。電磁界のときに導体表面には

incn H×ˆ2 ( totaln H×ˆ ) の 表 面 電 流 が 流 れ る こ と を 考 え る と 、 こ の 場 合 は

( ) z
total IHzHn ==×=× ϕϕϕρ ˆˆˆˆ H という電流が流れていると計算でき、つじつまが合っている。

さらに電磁界はゆっくりではあるが変化しているので、電界と磁界の比はマクスウェルの方程式

で支配されている。このように静磁界を計算しただけであるが、準定常電磁界の近似になってい

ることを考えて電界の計算もできる。結局図 18(a), (b)のモデルで電界を計算した結果は a が波長

に比べて十分小さいときは一致すると言える。 
 

A.3.2 遠方界の考察 
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z

x

ya

)(2 zIa z
π

z

x

ya

)(zIz
ρ

ϕ

(a) (b)
 

図 19 導体棒に流れる線電流と面電流 

 
空間内に分布した電流J （体積密度）から放射される電磁界は、 

( )

AH

AAE

×∇=

⋅∇∇
+−=

µ

ωµε
ω

1
j

j
 

ただし、 

∫∫∫
−

=
V

jkr

dV
r

eJA
π
µ

4
    (ベクトルポテンシャル) 

で表されるので、ベクトルポテンシャルを調べる。 
図 19 の問題に特化したベクトルポテンシャルは 

∫ ∫∫

∫∫∫

′

−

−

′







′=

′=

z S

jkr
z

V

jkr

zdSd
r
ezJz

Vd
r

e

)(
4

ˆ

4

π
µ
π
µ JA

 

(i) モデル(a)について 

{ } ( )
zddd

zzyx

zzyxjk
azI

z

z

z

′′′′
′−+′′−+′′−

′−+′′−+′′−−
−′′

=

∫ ∫

∫

′ ′

′

]
)()sin()cos(

)()sin()cos(exp
)()(

[
4

ˆ

222

222

ρ ϕ
ρϕρ

ϕρϕρ

ϕρϕρ
ρδ

π
µA
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{ } ( )
zdad

zzayax

zzayaxjk
zIz

z z ′′
′−+′−+′−

′−+′−+′−−
′= ∫ ∫′ ′ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕϕ
π
µ

222

222

)()sin()cos(

)()sin()cos(exp
)(

4
ˆ  

観測座標で a>>ρ のとき 

{ } ( )
zdd

zzyx

zzyxjk
zaIz

z z ′′
′−++

′−++−
′≅ ∫ ∫′ ′ϕ

ϕ
π
µ

222

222

)(

)(exp
)(

4
ˆ  

{ } ( )
zd

zzyx

zzyxjk
zaIz

z z ′
′−++

′−++−
′= ∫ ′ 222

222

)(

)(exp
)(2

4
ˆ π
π
µ  

(ii) モデル(b)について 

{ } ( )

{ } ( )
∫

∫ ∫ ∫

′

′ ′ ′

′
′−++

′−++−
′=

′











′′

′−+′−+′−

′−+′−+′−−
′′′=

z z

z x y z

zd
zzyx

zzyxjk
zaIz

zdydxd
zzyyxx

zzyyxxjk
yxzaIz

222

222

222

222

)(

)(exp
)(2

4
ˆ

)()()(

)()()(exp
)()()(2

4
ˆ

π
π
µ

δδπ
π
µA

 
図 19 のモデル(a)の面電流とモデル(b)の面電流から放射される遠方界は同じである。 
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A.4 物理定数 

[参考] 理科年表, 丸善, 2002 
 

真空の誘電率(permittivity) ]/F[)36/(1010854.8 912
0 mπε −− ≅×=  

真空の透磁率(permeability) ]/H[104 7
0 m−×= πµ  

真空の波動インピーダンス ][1207.376/ 000 Ω≅== πεµη  

真空中の光速 ]/[10998.2/1 8
00 smc ×== εµ  

素電荷 ][1060.1 19 Ce −×=  

電子の質量 ][10109.9 31 kgme
−×=  

陽子の質量 ][10673.1 27 kgmp
−×=  

万有引力定数 ][10673.6 2211 −− ⋅⋅×= kgmNG  
プランク定数 ][10626.6 34 sJh ⋅×= −  
 ][100546.1)2/( 34 sJh ⋅×== −πh  
ボルツマン定数 ]K/[)36/(101038.1 923 Jk π−− ≅×=  
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A.5 ベクトル公式 

 

(1) θcosBABA =⋅  (θ : A とB の間の角) 

(2) θsinˆ BABA ABu=×  ( ABû : A からB の方に回転する右ねじの進む方向の

単位ベクトル) 
(3) ( ) ( ) ( )BACACBCBA ×⋅=×⋅=×⋅  
(4) ( ) ( ) ( )CBABCACBA ⋅−⋅=××  

(5) AA /ˆ =Au  ( A 方向の単位ベクトル) 

(6) 
z

z
y

y
x

x
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ ˆˆˆ  

(7) ( ) 0=×∇⋅∇ A  
(8) ( ) 0=∇×∇ V  
(9) ( ) VVV ∇⋅+⋅∇=⋅∇ AAA  
(10) ( ) BAABBA ×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇  
(11) ( ) BAABABBABA )()( ∇⋅−∇⋅+⋅∇−⋅∇=××∇  

 ここで、 ( ) ABAB 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=∇⋅
z

B
y

B
x

B
z

A
y

A
x
A

zyx
zyx  

(12) ( ) AAA ×∇+×∇=×∇ VVV  
(13) ( ) ( ) ( )ABBAABBABA ×∇×+×∇×+∇⋅+∇⋅=⋅∇ )()(  

(14) ( ) VV 2∇=∇⋅∇  (ラプラシアン) 

(15) ( ) ( )AAA ⋅∇∇+×∇×−∇=∇2  (ベクトル・ラプラシアン) 

(16) 

ϕθ
ϕ

θ
θ

ϕρ
ϕ

ρ
ρ

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

V
r

V
rr

Vr

z
VzVV

z
Vz

y
Vy

x
VxV

sin
1ˆ1ˆˆ

ˆ1ˆˆ
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A 

B 
θ   

A 

B 

θ   

BA×   
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(17) ( )

( ) ( )
ϕθ

θ
θθ

ϕρ
ρ

ρρ

ϕ
θ

ϕ
ρ

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
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=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=⋅∇

A
r

A
r
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rr

z
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A

z
A

y
A

x
A

r

z

zyx

sin
1sin

sin
11

11

2
2

A

 

(18) 

ϕθ

ϕρ

θ
ϕθ
ϕθθ

θ

ρ
ϕρ
ϕρρ

ρ

ArrAA
r

rrr

r

AAA
z

z

AAA
zyx

zyx

r

z

zyx

sin
///

ˆsinˆˆ

sin
1

///
ˆˆˆ

1

///
ˆˆˆ

2 ∂∂∂∂∂∂=

∂∂∂∂∂∂=

∂∂∂∂∂∂=×∇ A

 

(19) ∫∫∫ ⋅=⋅×∇
CS

dd lASA  (ストークスの定理) 

 
 
 

(20) ∫∫∫∫∫ ⋅=⋅∇
SV

ddV SAA  (ガウスの発散定理) 

 
(21) Green の定理 
Green の第一公式 

{ }∫∫ ∫∫∫ ∇⋅∇+∇=
∂
∂

S V
dVgfgfdS

n
gf )()(2  

Green の第二公式 

{ }∫∫ ∫∫∫ ∇−∇=







∂
∂

−
∂
∂

S V
dVfggfdS

n
fg

n
gf 22  

ここで、n は S の内部から外側に向かう S に垂直方向の座標である 
 

V 

S 
dS 

dS 

dl 

C S 

n 

S 

V 
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A.6 フィールドの座標変換 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a とbの内積はa とb′の内積に等しい。なぜならば、bの終点を面 1S 内で移動させてもその内積

は定義から変化しないからである。b′の終点は面 1S 内にある。よってa とbの内積はa とb′の内

積に等しい。これは A.4.2 の内積の計算で用いる。 
 

A.6.1 直交座標 ),,( zyx  ⇔ 円筒座標 ),,( zϕρ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 









=⋅
−=⋅

=⋅

0ˆˆ
sinˆˆ

cosˆˆ

zx
x
x

ϕϕ
ϕρ

    








=⋅
=⋅
=⋅

0ˆˆ
cosˆˆ
sinˆˆ

zy
y
y

ϕϕ
ϕρ

    








=⋅
=⋅
=⋅

1ˆˆ
0ˆˆ
0ˆˆ

zz
z
z
ϕ
ρ

 

例えば直角座標で ),,( zyx 、円筒座標で ),,( zϕρ の位置に始点があるベクトルA が直角座標表示

zyx AzAyAx ˆˆˆ ++=A されているとき、それを円筒座標表示するには 

a 

S1 

b 

b' 

1θ  

2θ  

z  

x̂  

ŷ  
ẑ  

ẑ  

ρ̂  

ϕ̂  

ϕ  
y  

x  
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{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ
))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

)ˆˆˆ(ˆˆ
)ˆˆˆ(ˆˆ

)ˆˆˆ(ˆˆ
)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ
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AzAyAx

AzAyAxzz
AzAyAx

AzAyAx
zz

⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅=

++⋅+

++⋅+

++⋅=
⋅+⋅+⋅=

ϕϕϕϕ

ρρρρ

ϕϕ

ρρ
ϕϕρρ AAAA

 

ここで、()内の単位ベクトルの内積は上で計算した式を使えばよい。 
同様に、円筒座標から直角座標への座標変換もできる。 

{ }
{ }
{ }))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ
))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ
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⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅=
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ϕρ

ϕρ

ϕρ

ϕρ

ϕρ

ϕρ
AAAA

 

 
A.6.2 直交座標 ),,( zyx  ⇔ 極座標 ),,( ϕθr  
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