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重積分の変数変換とヤコビアン

⚫ 円の面積の計算
⚫ 球の体積・面積の計算
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円内での積分（円の面積）

𝑥

𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2

𝑦 = 𝑎2 − 𝑥2
ඵ

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 = න
𝑥=−𝑎

𝑎

න
𝑦=− 𝑎2−𝑥2

𝑎2−𝑥2

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦 = − 𝑎2 − 𝑥2

𝑎

𝑎−𝑎

−𝑎

= න
𝑥=−𝑎

𝑎

න
𝑦=− 𝑎2−𝑥2

𝑎2−𝑥2

𝑑𝑦 𝑑𝑥

= න
𝑥=−𝑎

𝑎

𝑦
− 𝑎2−𝑥2
𝑎2−𝑥2 𝑑𝑥

= 2න
𝑥=−𝑎

𝑎

𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥

𝑥 = 𝑎 sin 𝜃

𝑑𝑥

𝑑𝜃
= 𝑎 cos 𝜃

𝑥 −𝑎 → 𝑎

𝜃 −𝜋/2 → 𝜋/2

= 2න
𝜃=−𝜋/2

𝜋/2

𝑎 1 − sin2 𝜃 (𝑎 cos 𝜃 𝑑𝜃) = 2𝑎2න
𝜃=−𝜋/2

𝜋/2

cos2 𝜃 𝑑𝜃

= 2𝑎2න
𝜃=−𝜋/2

𝜋/2 1

2
cos(2𝜃) + 1 𝑑𝜃 = 𝑎2න

𝜃=−𝜋/2

𝜋/2

𝑑𝜃 = 𝑎2 𝜃 −𝜋/2
𝜋/2

= 𝜋𝑎2
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極座標に変換して積分
𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2

ඵ
𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 = න
𝑥=−𝑎

𝑎

න
𝑦=− 𝑎2−𝑥2

𝑎2−𝑥2

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

𝑎−𝑎

−𝑎

𝑟

𝜑

ቊ
𝑥 = 𝑟 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin𝜑

𝜕𝑥

𝜕𝑟
= cos𝜑 ,

𝜕𝑥

𝜕𝜑
= −𝑟 sin𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= sin𝜑 ,

𝜕𝑦

𝜕𝜑
= 𝑟 cos𝜑

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜑)
=

cos𝜑 −𝑟 sin𝜑
sin 𝜑 𝑟 cos𝜑

𝐽 = 𝑟 (ヤコビアン; Jacobian)

= න
𝑟=0

𝑎

න
𝜑=0

2𝜋

𝐽 𝑑𝑟𝑑𝜑 = න
𝑟=0

𝑎

න
𝜑=0

2𝜋

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑 = න
𝑟=0

𝑎

𝑟𝑑𝑟න
𝜑=0

2𝜋

𝑑𝜑

=
𝑟2

2
0

𝑎

𝜑 0
2𝜋 = 𝜋𝑎2

𝑥

𝑟𝑑𝜑 𝑑𝑟
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ヤコビアンの意味
𝑦

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2

𝑎

𝑎

−𝑎

𝑟

𝜑

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜑)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜑

=
cos𝜑 −𝑟 sin𝜑
sin𝜑 𝑟 cos𝜑

𝐽 = 𝑟 (ヤコビアン)

𝑑𝑥

𝑑𝑥 =
𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝑑𝜑

𝑑𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑦

𝜕𝜑
𝑑𝜑

𝑥
−𝑎

𝑑𝑥
𝑑𝑦

=

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝑑𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑦

𝜕𝜑
𝑑𝜑

=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝑑𝑟
𝑑𝜑

= 𝑑𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦

𝜕𝑟

+ 𝑑𝜑

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝑑𝑦

𝑑𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦

𝜕𝑟
𝑑𝜑

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝜑

全微分
𝑥

𝑦

𝑟

𝜑
𝑡

𝑑𝑟により動く
𝑑𝑥
𝑑𝑦

の成分 𝑑𝜑により動く
𝑑𝑥
𝑑𝑦

の成分

この２つのベクトル
で生成される平行四
辺形の面積
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外積と平行四辺形の面積

𝐀 × 𝐁 = 𝐀 𝐁 sin𝜃

𝐀 × 𝐁

𝐀

𝐁

𝜃

向き：（𝜃 < 180°として𝐀
から𝐁に回して）
ネジが閉まる方向
（右に回すとしまる）
大きさ：𝐀, 𝐁のベクトル
で形成される平行四辺形
の面積

𝐀 × 𝐁

= ො𝑥𝐴𝑥 + ො𝑦𝐴𝑦 + Ƹ𝑧𝐴𝑧 × ො𝑥𝐵𝑥 + ො𝑦𝐵𝑦 + Ƹ𝑧𝐵𝑧

=

ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

ො𝑥
𝐴𝑦 𝐴𝑧
𝐵𝑦 𝐵𝑧

− ො𝑦
𝐴𝑥 𝐴𝑧
𝐵𝑥 𝐵𝑧

+ Ƹ𝑧
𝐴𝑥 𝐴𝑦
𝐵𝑥 𝐵𝑦

= ො𝑥 𝐴𝑦𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑦
−ො𝑦 𝐴𝑥𝐵𝑧 − 𝐴𝑧𝐵𝑥
+ Ƹ𝑧 𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑥

𝐀 × 𝐁 𝑧 = 𝐴𝑥𝐵𝑦 − 𝐴𝑦𝐵𝑥

平行四辺形の面積
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平行四辺形の面積としてヤコビアンを計算

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦

𝜕𝑟
𝑑𝜑

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝐴𝑥 𝐴𝑦
𝐵𝑥 𝐵𝑦

=
𝑑𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝑑𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝑑𝜑
𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝑑𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝜑

=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟
𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝑑𝑟𝑑𝜑

(行列式の公式: 行・列に同じ係数がかかっている
と、外にスカラー倍として出せる。)

=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝑑𝑟𝑑𝜑

(行列式の公式: 𝐴 = 𝐴𝑡 )

ヤコビアン(Jacobian)



7T. Hirano

球座標系(Spherical Coordinates)

(𝑟, 𝜃, 𝜑) → 𝑥, 𝑦, 𝑧 ቐ
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝜃 = cos−1(𝑧/ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

𝜑 = tan−1(𝑦/𝑥)

ො𝜑

ො𝑥
ො𝑦Ƹ𝑧

x

y

z

𝑧

𝑟

𝜑𝑥
𝑦
መ𝜃

Ƹ𝑟

𝜃

𝑥, 𝑦, 𝑧 → (𝑟, 𝜃, 𝜑)

変換(Transform): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ↔ (𝑟, 𝜃, 𝜑)
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球座標系(Spherical Coordinates)

x

y

z 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝜑)

Ƹ𝑟

መ𝜃

ො𝜑

x

y
z

𝜑

𝜃

𝑟

𝑃′(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝜑 + 𝑑𝜑)

𝑟 sin 𝜃

変数(Variables) 𝑟, 𝜃, 𝜑

基底(Bases) Ƹ𝑟, መ𝜃, ො𝜑

線素(Line element) 𝑑𝒍 = 𝑃𝑃′ = Ƹ𝑟𝑑𝑟 + መ𝜃𝑟𝑑𝜃 + ො𝜑𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜑

面素(Surface element) 𝑑𝑺𝑟 = Ƹ𝑟𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑, 𝑑𝑺𝜃 = ො𝜑𝑟 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜑, 𝑑𝑺𝜑 =

Ƹ𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

体積素(Volume element) 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

ො𝜑
Ƹ𝑟

መ𝜃𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜑

𝑟𝑑𝜃
𝑑𝑟

Onion
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球の体積

x

y

z 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝜑)

Ƹ𝑟

෠𝜃

ො𝜑

x

y
z

𝜑

𝜃

𝑟

𝑃′(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝜑 + 𝑑𝜑)

𝑟 sin 𝜃

ො𝜑
Ƹ𝑟

መ𝜃𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜑

𝑟𝑑𝜃
𝑑𝑟

ම
𝑉

𝑑𝑉 =ම
𝑉

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

= න
𝑟=0

𝑟

න
𝜃=0

𝜋

න
𝜑=0

2𝜋

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

= න
𝑟=0

𝑟

𝑟2𝑑𝑟න
𝜃=0

𝜋

sin 𝜃 𝑑𝜃න
𝜑=0

2𝜋

𝑑𝜑

=
𝑟3

3
0

𝑟

∙ − cos 𝜃 0
𝜋∙ 𝜑 0

2𝜋

=
𝑟3

3
1 − −1 ∙ 2𝜋 =

4

3
𝜋𝑟3
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体積積分のヤコビアン

x

y

z 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝜑)

Ƹ𝑟

෠𝜃

ො𝜑

x

y
z

𝜑

𝜃

𝑟

𝑃′(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝜑 + 𝑑𝜑)

𝑟 sin 𝜃

ො𝜑
Ƹ𝑟

መ𝜃𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜑

𝑟𝑑𝜃
𝑑𝑟

𝐽 =

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜑
𝜕𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜑

=
sin 𝜃 cos𝜑 𝑟 cos 𝜃 cos𝜑 −𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
sin 𝜃 sin𝜑 𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃 0

= 𝑟2
sin 𝜃 cos𝜑 cos 𝜃 cos𝜑 − sin 𝜃 sin𝜑
sin 𝜃 sin𝜑 cos 𝜃 sin𝜑 sin 𝜃 cos𝜑
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

= 𝑟2[cos 𝜃
cos 𝜃 cos𝜑 − sin 𝜃 sin𝜑
cos 𝜃 sin𝜑 sin 𝜃 cos𝜑

+ sin 𝜃
sin 𝜃 cos𝜑 − sin 𝜃 sin𝜑
sin 𝜃 sin𝜑 sin 𝜃 cos𝜑

]

= 𝑟2 cos 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃 + sin 𝜃 sin2 𝜃 = 𝑟2 sin 𝜃

ቐ
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃
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球の表面積

x

y

z 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝜑)

Ƹ𝑟

෠𝜃

ො𝜑

x

y
z

𝜑

𝜃

𝑟

𝑃′(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝜃 + 𝑑𝜃, 𝜑 + 𝑑𝜑)

𝑟 sin 𝜃

ො𝜑
Ƹ𝑟

መ𝜃𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜑

𝑟𝑑𝜃
𝑑𝑟

ඵ
S

Ƹ𝑟 ∙ 𝑑𝑺𝑟 =ඵ
S

Ƹ𝑟 ∙ ( Ƹ𝑟𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑)

=ඵ
S

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 = න
𝜃=0

𝜋

න
𝜑=0

2𝜋

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

= 𝑟2න
𝜃=0

𝜋

sin 𝜃 𝑑𝜃න
𝜑=0

2𝜋

𝑑𝜑 = 𝑟2 −cos 𝜃 0
𝜋 ∙ 𝜑 0

2𝜋

= 𝑟2 1 − −1 ∙ 2𝜋 = 4𝜋𝑟2

𝑟
𝑑𝑟

𝑆

𝑉

𝑑𝑉

𝑑𝑟
= 𝑆

𝑆 =
𝑑𝑉

𝑑𝑟
=

𝑑

𝑑𝑟

4

3
𝜋𝑟3

= 4𝜋𝑟2


