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ベクトル解析公式集 

1. 公式 

(1) 𝑨 ⋅ 𝑩 = |𝑨||𝑩| cos 𝜃 (𝜃: 𝑨と𝑩の間の角) 

(2) 𝑨 × 𝑩 = 𝑢̂𝐴𝐵|𝑨||𝑩| sin 𝜃 (𝑢̂𝐴𝐵 : 𝑨から𝑩の方に回転する右ねじの進む方

向の単位ベクトル) 

(3) 𝑨 ⋅ (𝑩 × 𝑪) = 𝑩 ⋅ (𝑪 × 𝑨) = 𝑪 ⋅ (𝑨 × 𝑩) 

(4) 𝑨 × (𝑩 × 𝑪) = (𝑨 ⋅ 𝑪)𝑩 − (𝑨 ⋅ 𝑩)𝑪 

(5) 𝑢̂𝐴 = 𝑨/|𝑨| (𝑨方向の単位ベクトル) 

(6) 𝛻 = 𝑥̂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦̂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑧̂

𝜕

𝜕𝑧
 

(7) 𝛻 ⋅ (𝛻 × 𝑨) = 0 

(8) 𝛻 × (𝛻𝑉) = 0 

(9) 𝛻 ⋅ (𝑉𝑨) = 𝑉𝛻 ⋅ 𝑨 + 𝑨 ⋅ 𝛻𝑉 

(10) 𝛻 ⋅ (𝑨 × 𝑩) = 𝑩 ⋅ 𝛻 × 𝑨 − 𝑨 ⋅ 𝛻 × 𝑩 

(11) 𝛻 × (𝑨 × 𝑩) = 𝑨𝛻 ⋅ 𝑩 − 𝑩𝛻 ⋅ 𝑨 + (𝑩 ⋅ 𝛻)𝑨 − (𝑨 ⋅ 𝛻)𝑩 

 ここで、 (𝑩 ⋅ 𝛻)𝑨 = 𝑩 (
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
) = (𝐵𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐵𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝐵𝑧

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑨 

(12) 𝛻 × (𝑉𝑨) = 𝛻𝑉 × 𝑨 + 𝑉𝛻 × 𝑨 

(13) 𝛻(𝑈𝑉) = 𝑈𝛻𝑉 + 𝑉𝛻𝑈 

(14) 𝛻(𝑨 ⋅ 𝑩) = (𝑨 ⋅ 𝛻)𝑩 + (𝑩 ⋅ 𝛻)𝑨 + 𝑨 × (𝛻 × 𝑩) + 𝑩 × (𝛻 × 𝑨) 

(15) 𝛻 ⋅ (𝛻𝑉) = 𝛻2𝑉 

=
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
 

=
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(𝜌

𝜕𝑉

𝜕𝜌
) +

1

𝜌2

𝜕2𝑉

𝜕𝜑2
+

𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
 

=
1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2 𝜕𝑉

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕2𝑉

𝜕𝜑2  (ラプラシアン) 

(16) 𝛻2𝑨 = −𝛻 × (𝛻 × 𝑨) + 𝛻(𝛻 ⋅ 𝑨) (ベクトル・ラプラシアン) 

カルテシアン座標のとき: 𝛻2𝑨 = 𝑥̂𝛻2𝐴𝑥 + 𝑦̂𝛻2𝐴𝑦 + 𝑧̂𝛻2𝐴𝑧 

(17) 𝛻𝑉 = 𝑥̂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 𝑦̂

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+ 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

= 𝜌̂
𝜕𝑉

𝜕𝜌
+ 𝜑̂

1

𝜌

𝜕𝑉

𝜕𝜑
+ 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

= 𝑟̂
𝜕𝑉

𝜕𝑟
+ 𝜃

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
+ 𝜑̂

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝜑
 

A 

B 

  

A 

B 
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(18) 𝛻 ∙ 𝑨 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

=
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(𝜌𝐴𝜌) +

1

𝜌

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

=
1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝐴𝑟) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃 𝐴𝜃) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
 

(19)  𝛻 × 𝑨 = |

𝑥̂ 𝑦̂ 𝑧̂
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

| 

=
1

𝜌
||

𝜌̂ 𝜌𝜑̂ 𝑧̂
𝜕

𝜕𝜌

𝜕

𝜕𝜑

𝜕

𝜕𝑧
𝐴𝜌 𝜌𝐴𝜑 𝐴𝑧

|| 

=
1

𝑟2𝑟 sin 𝜃 ||

𝑟̂ 𝑟𝜃 𝑟 sin 𝜃 𝜑̂
𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝐴𝑟 𝜌𝐴𝜃 𝑟 sin 𝜃 𝐴𝜑

|| 

(20) ∬ 𝛻 × 𝑨 ⋅ 𝑑𝑺
𝑆

= ∮ 𝑨 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶

 (ストークスの定理) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(21) ∬ 𝒏̂ × 𝛻𝑉 𝑑𝑆
𝑆

= ∮ 𝑉𝑑𝒍
𝐶

 

 

(22) ∬ 𝛻 ⋅ 𝑨𝑑𝑉
𝑉

= ∯ 𝑨 ⋅ 𝑑𝑺
𝑆

 (ガウスの発散定理) 

 

 

 

 

 

 

 

𝑧  

𝑦  

𝑥  

𝑆  
𝑑𝑺  

𝒏̂  

𝑑𝑆  

𝐶  
𝛥𝑆𝑖  𝐶𝑖  𝐶𝑖′  

𝑖  𝑖 ′  

𝛥𝒍𝑖 = −𝛥𝒍𝑖′  

𝑨  

𝑨 ⋅ 𝛥𝒍𝑖  𝑨 ⋅ 𝛥𝒍𝑖′  

足すと 0 

境界上の値は残る 

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

    

    

足すと 0 
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(23) ∬ 𝛻 × 𝑨𝑑𝑉
𝑉

= ∯ 𝒏̂ × 𝑨𝑑𝑆
𝑆

 (3-D Stokes) 

 

(24) ∬ 𝛻𝑉𝑑𝑉
𝑉

= ∯ 𝑉𝑑𝑺
𝑆

 

 

(25) Green の定理 

Greenの第一公式 

∯ 𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑛
𝑑𝑆 = ∬{𝑓𝛻2𝑔 + (𝛻𝑓) ⋅ (𝛻𝑔)}

𝑉

𝑑𝑉
𝑆

 

Green の第二公式 

∯ (𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑛
− 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑛
) 𝑑𝑆 = ∬ {𝑓𝛻2𝑔 − 𝑔𝛻2𝑓}

𝑉

𝑑𝑉
𝑆

 

ここで、nは Sの内部から外側に向かう Sに垂直方向の座標である。 

 

(26)ヘルムホルツの定理 

任意のベクトル関数は１つのスカラー関数の勾配と、他の１つのベクトル関数の回転の和

で表すことができる（直和分解できる）。 

𝑭 = 𝑭𝑟 + 𝑭𝑝 

𝑭𝑟と𝑭𝑝はベクトル関数𝑨とスカラー関数𝜑を用いて次のように書ける。 

{
𝑭𝑟 = 𝛻 × 𝑨 (ソレノイダル・ベクトル)

𝑭𝑝 = 𝛻𝜑 (ラメラー・ベクトル)
 

𝛻 ⋅ 𝒂 = 0であるようなベクトルをソレノイダルベクトルという。ソレノイダルとは無始無終

を意味し、定常電流が作る磁界のように力線は閉曲線となる。𝛻 × 𝒂 = 0であるようなベク

トルをラメラーベクトルと言う。ラメラーとは層状を意味し、ラメラーベクトルの力線は層

状となる。 

 

𝑭𝑟と𝑭𝑝は次の性質を持つ。 

{
𝛻 ⋅ 𝑭𝑟 = 𝛻 ⋅ (𝛻 × 𝑨) = 0

𝛻 × 𝑭𝑝 = 𝛻 × (𝛻𝜑) = 0
 

 

{
𝛻 ⋅ 𝑭 = 𝛻 ⋅ 𝑭𝑝

𝛻 × 𝑭 = 𝛻 × 𝑭𝑟
 

 

つまり、ベクトル関数𝑭を定めるときに、発散だけ、または回転だけを定めたのでは完全に

定まらず、発散と回転の両方を定めなければ𝑭は一意に定まらない。 

 

n 

S 

V 
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2. 座標、ベクトルの座標変換 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒂と𝒃の内積𝒂 ⋅ 𝒃 = |𝒂||𝒃| 𝑐𝑜𝑠 𝜃は𝒂と𝒃″の内積𝒂 ⋅ 𝒃″ = |𝒂||𝒃″| 𝑐𝑜𝑠 𝜃″に等しい。なぜならば、

𝒂 ⋅ 𝒃 = |𝒂||𝒃| 𝑐𝑜𝑠 𝜃において、|𝒃| 𝑐𝑜𝑠 𝜃は𝒃の𝒂の方向への射影を表しており、図中に記入され

ているベクトル𝒃′の大きさ|𝒃′|に等しい。従って、𝒂 ⋅ 𝒃 = |𝒂||𝒃| 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = |𝒂||𝒃′|。一方、𝒂と𝒂

に垂直な面𝑆1内で移動させたベクトル𝒃″との内積𝒂 ⋅ 𝒃″ = |𝒂||𝒃″| 𝑐𝑜𝑠 𝜃″においても

|𝒃″| 𝑐𝑜𝑠 𝜃″ = |𝒃′|なので、𝒂 ⋅ 𝒃″ = |𝒂||𝒃″| 𝑐𝑜𝑠 𝜃″ = |𝒂||𝒃′|。よって、𝒂 ⋅ 𝒃 = 𝒂 ⋅ 𝒃″。この定理

は A.7.2の内積の計算で用いる。 

 

2.1 直交座標(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⇔ 円筒座標(𝜌, 𝜙, 𝑧) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

座標の変換 

(𝜌, 𝜙, 𝑧) → (𝑥, 𝑦, 𝑧): {
𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙
𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜙
𝑧 = 𝑧

 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝜌, 𝜙, 𝑧): {
𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2

𝜙 = 𝑡𝑎𝑛−1( 𝑦/𝑥) (場合によって注意が必要)

𝑧 = 𝑧
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ベクトルの変換 

 

{

𝑥̂ ⋅ 𝜌̂ = 𝑐𝑜𝑠 𝜙

𝑥̂ ⋅ 𝜙̂ = − 𝑠𝑖𝑛 𝜙
𝑥̂ ⋅ 𝑧̂ = 0

    {

𝑦̂ ⋅ 𝜌̂ = 𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑦̂ ⋅ 𝜙̂ = 𝑐𝑜𝑠 𝜙
𝑦̂ ⋅ 𝑧̂ = 0

    {

𝑧̂ ⋅ 𝜌̂ = 0

𝑧̂ ⋅ 𝜙̂ = 0
𝑧̂ ⋅ 𝑧̂ = 1

 

例えば直角座標で(𝑥, 𝑦, 𝑧)、円筒座標で(𝜌, 𝜙, 𝑧)の位置に始点があるベクトル𝑨が直角座標表

示𝑨 = 𝑥̂𝐴𝑥 + 𝑦̂𝐴𝑦 + 𝑧̂𝐴𝑧されているとき、それを円筒座標表示するには 

 
 
 
 
 
 ))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

)ˆˆˆ(ˆˆ

)ˆˆˆ(ˆˆ

)ˆˆˆ(ˆˆ

)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

AzzAyzAxzz

AzAyAx

AzAyAx

AzAyAxzz

AzAyAx

AzAyAx

zz

+++

+++

++=

+++

+++

++=

++=









 AAAA

 

ここで、()内の単位ベクトルの内積は上で計算した式を使えばよい。 

同様に、円筒座標から直角座標への座標変換もできる。 

 
 
 ))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

))ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ

)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ

z

z

z

AzzAzAzz

AzyAyAyy

AzzAxAxx

zzyyxx

+++

+++

++=

++=













AAAA

 

  



ベクトル解析公式集 

6 

 

 

2.2 直交座標(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⇔ 極座標(𝑟, 𝜃, 𝜙) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

座標の変換 

(𝑟, 𝜃, 𝜑) → (𝑥, 𝑦, 𝑧): {
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑟, 𝜃, 𝜑): {

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝜃 = cos−1(𝑧/√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

𝜑 = tan−1(𝑦/𝑥) (場合によって注意が必要)

 

 

ベクトルの変換 

 

{

𝑥̂ ⋅ 𝑟̂ = sin 𝜃 cos 𝜑

𝑥̂ ⋅ 𝜃 = cos 𝜃 cos 𝜑
𝑥̂ ⋅ 𝜑̂ = − sin 𝜑

    {

𝑦̂ ⋅ 𝑟̂ = sin 𝜃 sin 𝜑

𝑦̂ ⋅ 𝜃 = cos 𝜃 sin 𝜑
𝑦̂ ⋅ 𝜑̂ = cos 𝜑

    {
𝑧̂ ⋅ 𝑟̂ = cos 𝜃
𝑧̂ ⋅ 𝜃 = − sin 𝜃
𝑧̂ ⋅ 𝜑̂ = 0

 

 

後は円筒座標と同じように変換する。 

 

  

z   

  

𝑦̂  
  

𝜑̂  

𝜑  

  

  

𝜃  

𝑟̂  

𝜃  
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2.3 ∇演算子の円筒座標系の表現を導く（例） 

for 𝛻𝑉 

𝛻𝑉 = 𝑥̂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 𝑦̂

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+ 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

ここで、 

{
𝑥̂ = 𝜌̂ cos 𝜑 − 𝜑̂ sin 𝜑
𝑦̂ = 𝜌̂ sin 𝜑 + 𝜑̂ cos 𝜑
𝑧̂ = 𝑧̂

 

{
𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2

𝜑 = tan−1( 𝑦/𝑥)
𝑧 = 𝑧

 

また、連鎖律(chain rule)を使って(𝑥, 𝑦, 𝑧)座標系での微分を(𝜌, 𝜙, 𝑧)座標系での微分で表

す。 























−




=











 −
+












=




+











 −

+
+



















+
=








+








+








=





VV

VyVx

z

VV

x

y

xy

V

yx

x

x

z

z

V

x

V

x

V

x

V

sin
cos

0
)/(1

1

2

2

2

2222

 























+




=












+









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
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
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


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






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+
















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






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




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𝜕𝑉

𝜕𝑧
=

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

𝛻𝑉 = 𝑥̂
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+ 𝑦̂

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+ 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

= (𝜌̂ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 𝜑̂ 𝑠𝑖𝑛 𝜑) (𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝜕𝑉

𝜕𝜌
−

𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜌

𝜕𝑉

𝜕𝜑
) + (𝜌̂ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝜑̂ 𝑐𝑜𝑠 𝜑) (𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝜕𝑉

𝜕𝜌
+

𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝜌

𝜕𝑉

𝜕𝜑
) + 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
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


+




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



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


−




=

ˆ
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sin)cosˆ(

sin
cos)sinˆ(
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sin)sinˆ(
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cos)cosˆ(
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























 

= 𝜌̂
𝜕𝑉

𝜕𝜌
+ 𝜙̂

1

𝜌

𝜕𝑉

𝜕𝜙
+ 𝑧̂

𝜕𝑉

𝜕𝑧
 

 

𝛻 ⋅ 𝑨, 𝛻 × 𝑨についても直交座標の定義に対して同様に地道に座標変換と連鎖律を使って変

形すれば求めることができる。 

 

 


